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Vorwort. 



Der XUI. Band der Sammlung Schubert ^^Einführung 
in die Theorie , der Differentialgleichungen mit einer un- 
abhängigen Veränderlichen'^ von Prof. Dr. L. Schlesinger 
in Klausenbuig (1. Aufli^ 1900, 2. Auflage 1904), welcher 
sich die Au:^be stellt, den Anfänger mit den Methoden der 
analytischen Theorie der Differentialgleichungen bekannt zu 
machen^ beschränkt sich auf algebraische Differential- 
gleichungen erster Ordnung und lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Von Herrn Prof. Dr. Schubert wurde ich angefordert, 
(außer einem später erscheinenden Bande über partielle Diffe- 
rentialgleichungen) einen Band über gewöhnliche Differential- 
gleichungen zu schreiben, welcher die im XIII. Bande nicht 
berücksichtigten Gegenstände, insbesondere auch die Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnung behandeln soll. 

Der vorliegende Band beschäftigt sich von vornherein 
mit Differentialgleichungen beliebiger Ordnung oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, mit Systemen von Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit einer unabhängigen und 
beliebig vielen abhängigen Veränderlichen; ein näheres Ein- 
gehen auf Differentialgleichungen erster und zweiter Ord- 
nung ist natürlich nicht ausgeschlossen. Die Auswahl des 
Stoffes ist aus dem ausführlichen InhaltsveiTzeichnis ersicht- 
lich; nach Vollständigkeit konnte nicht gestrebt werden. Die 

I* 



rV Vorwort 

von Sohlesinger außer Betracht gelassenen Oebiete, sowie 
Gegenstände, welche Anwendungen auf Mechanik, Physik, 
Astronomie usw. zulassen, werden bevorzugt Andere Kapitel 
(wie die Differentialgleichung der Gaußschen hypergeome- 
trischen Reihe und die algebraischen DifferentialgleichaDgen 
erster Ordnung mit festen Verzweigungspunkten) werden 
unter Hinweis auf ihre eingehende Behandlung in Bd. XIU 
hier nur kurz berührt Im übrigen habe ich mich nicht ge- 
scheut, im Interesse der Einheitlichkeit des vorliegenden 
Werkes bereits von Schlesinger dargestellte Gegenstände 
von neuem zu behandeln. 

Es sei noch besonders hervorgehoben, daß der vor- 
Hegende Band nicht ab Fortsetzung des von Schlesinger 
verfaßten Bandes gedacht, sondern unabhängig von diesem 
verstandlich ist Außer der Infinitesimalrechnung werden 
die Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen und der Determinantentheorie vorausgesetzt; 
Kenntnisse aus der Theorie der elliptischen Funktionen und 
aus der analytischen Mechanik sind nur für einige Para- 
graphen erforderlich. 

Zellerfeld (Harz), Oktober 1905. 
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J. Hom. 
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I. Abschnitt. 



Existenz der Lösungen einer gewöhnUchen 
Differentialgleichnng beliebiger Ordnung 
nnd eines Systems Yon Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 



§ 1. Oewohnliehe Differentialgleichungen 
höherer Ordnung nnd Systeme Ton Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung ist eine 

Gleichung zwischen einer unabhängigen Veränderlichen Xy 

einer Funktion y von x und einem oder mehreren Differential- 

dy d^y ^ d^y 

quoüenten -^ , -^-^ , . . . . Ist -^-^ der höchste vor- 

ax ax^ aar* 

kommende Differentialquotient^ so liegt eine Differential- 
gleichung nter Ordnung vor. Wir schreiben sie in 
der Form 

wo F eine (in der Regel analytische) Funktion der bei- 
gefügten Größen bezeichnen möge. Unter einer Lösung 
oder einem Integral der Differentialgleichung verstehen 
wir eine Funktion y von x, welche die Differentialgleichung 
identisch (d. h. für beliebige Werte von x) befriedigt; die 
Bestimmung der Lösungen wird Integration der Diffe- 
rentialgleichung genannt. 

Horni Gewöhnliche Differentialgleichungen. 1 



2 I. Abschnitt. Existenz der Lösungen usw. 

Wendet man die Bejseichnung 

an^ so kann man die Differentialgleichung nter Ordnung (1) 
durch ein System von n Differentiidgleichungen erster Ordnung 



dy 
dx 


-y', 


dif 
dx 


-r, 


dif' 
dx 


= y"', 




= y(-i), 



f[x, y, y, r,-, y<-«, -^^j = 

mit der unabhängigen Veränderlichen x und den n ab- 
hängigen Veränderlichen y, y', ..., »<-i) ersetzen. 

Wir betrachten im folgenden ein allgemeineres System 
von Differentialgleichungen erster Ordnung, 
d. h. ein System von n Gleichungen zwischen der unab- 
hängigen Veränderlichen x , den n Funktionen y^y y%f>} Vn 
der veränderlichen x und den n DiffSerentialquotienten erster 

Ordnung -^, ~^, .,., -p^. Wir schreiben dieses System 

in der Form 



(2) 



Fix V V ^ ^]-0 



§1. Gewöhnliche Differentialgleichung höherer Ordniing usw. 3 

wo Fl, ...y Fn (in der Kegel analytische) Funktionen der 
beigefügten Größen darstellen sollen. 

Wir denken uns diese n Gleichungen nach --^j ..., 
-j^ aufgelöst. Wir erhalten so ein System von n Diffe- 
rentialgleichungen (Differentialsystem) von der Gestalt 



(A) 



-—— - — ^j (a? , y^ , , . . , y ^) , 



"ß^ — / n (^ j y\y • • • > y») \ 



hierin sind /^ , . . . , /*„ Funktionen der n + 1 Ver- 
änderlichen Xy Vrj •••» t/n 9 und zwar setzen wir diese 
FuBktionen, weS xdchts Lderes angegeben wird, als ana- 
lytisch voraus. Ein System von n Funktionen y^, ..., y^ 
der Veränderlichen x, welches die » Gleichungen (A) be- 
friedigt; wird eine Lösung oder.^in Integralsystem des 
Differentialsystems (A) genannt. Unter der Litegration des 
Systems (A) versteht man die Bestimmung der sämtlichen 
Lösungen. Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz 
der Lösungen*). 

Der Existenzbeweis gestaltet sich ffir ein System von 
n Differentialgleichungen nicht wesentlich schwieriger, als 
für eine einzige Differentialgleichung erster Ordnung 



♦) Im ersten Abschnitt dürfen sämtlichen vorkommenden 
Größen komplexe Werte beigelegt werden. In denjenigen Ab- 
schnitten ^ in welchen wir für gewisse Größen nur reelle Werte 
zulassen^ wird dies ausdrücklich angegeben. 

♦♦) Vgl. Sohlesinger, Einführung in die Theorie der 
Differentialgleichungen 7 Sammlung Schubert XTTT (künftig 
^Schlesinger, S. S.** zitiert), §§ 6—9. — Literaturangaben zum 
I. Abschnitt finden sich in der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. HA, S. 189 ff. 

1* 



4 I. Abschnitt. Existenz der Lösungen usw. 

§ 2. Beweis der Existenz 
der Losungen eines Differentialsystems; erster Teil. 

In dem Differentialsjstem (A) sei 

eine analytische Funktion der komplexen Veränder- 
lichen X, yi , ..., yny welche sich in der Umgebung 
der Stelle x = a, y^ = \y ..., y^^bn regulär ver- 
hält Die Funktion fi ist also in eine Potenzreihe der 
» + 1 Großen x — a, yt — \y • • • , Vu^^n entwickelbar, 
welche konvergiert, wenn die absoluten Beträge dieser 
Größen hinreichend klein sind; es sei 

(V, V^y ..., Vn^Oy 1, 2, ...) 

für 



konvergent, wo r , r^ , , . . , r„ positive (von Null verschiedene) 
Großen sind. 

Wir weisen nach, daß das System (A) eine Losung 

Vi = (Pi{oo) (i =- 1 , . . . , n) 

besitzt, wo <Pi{x) eine analytische Funktion der 
komplexen Veränderlichen x darstellt, welche sich 
in der Umgebung von x = a regulär verhält und für 
x = a den Wert 6,- annimmt 

Ist eine Lösung von dieser Form vorhanden, so besteht 
die Potenzreihenentwicklung 



wo unter 



(dyÄ I d^yA 

\dxl' \dx^l' '" 



die Werte verstanden sind, welche die Ableitungen der 
Funktion y^ für a; = a annehmen. Wenn man die Diffe- 
rentialgleichungen (A) wiederholt nach x differentiiert, indem 



§ 2. Beweis der Existenz der Losungen; erster Teil. ' 5 

man y^, ..., y^ als Funktionen von x auf£a6t| erhalt man 
die Gleichungen 

d'^Vi ^fi , ^fi dy^ dfi dyn 

== ~ä:r"r -ktttt: + ••• + 



(4) 



dx'* dx difi dx '" 6y» dx * 



dx^ dx^ 



+ 2 



dyl \dx/ ^Vx^Vt dx dx dy^ \dx) 

"^ dyy rfa;» "•"•""^ dy^ dx* ' 



Setet man hierin x = a, ^i « »i, ..., y» = &„, so er- 
geben sich für 

(dyÄ (d^\ (ä^yÄ 

\dx)a' \dx*)a' \dx^),* '" 

eindeutig bestimmte endUche Werte. 

Wenn also überhaupt eine Lösung y,- = <pf[x) {i — l,...,n) 
von der oben angenommenen Form vorhanden ist, so kann 
es nur eine einzige sein. 

In § 3 wird nachgewiesen, daß die für y, gefundene 
Potenzreihe von x — a für hinreichend kleine Werte von 
|aj — a| konvergiert, also eine in der Umgebung von x = a 
reguläre analytische Funktion (pi{x) definiert. Wir nehmen 
an, der Konvergenzbeweis sei geführt, und zeigen, daß die 
Differentialgleichungen (A) identisch befriedigt werden, wenn 
man für y^, •»>, yn die berechneten Reihen einsetzt Nach 
Einsetzung dieser Reihen ist sowohl die linke als auch die 
rechte Seite der Gleichung 

^— • = ti{x, y^y . . . , yni 

eine Potenzreihe von x — a\ nach der Art, wie oben die 
Größen (-=^1 , (-r-^) , ... berechnet wurden, stimmt für 



« 
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X '^a, yi = bif • • • ; Vn^K die vte Ableitung der linken 
Seite mit der vten Ableitung der rechten Seite überein^ 
wenn v irgend eine der Zahlen 0^ 1 , 2^ . . . darstellt; folglich 
stimmt die linke Seite für jeden Wert von x mit der rechten 
Seite überein. 

um die Potenzreihen (3) auf ihre Konvergenz zu unter- 
suchen^ benutzen wir im nächsten Paragraphen einen 
funktionentheoretischen Hilfssatz, dessen Beweis hier 
noch gegeben werden möge. 

„IHe analytische Fimktion f(x^ , . .,, Xn) der n Ver- 
änderlichen Xif ..., Xn läßt sich, wenn sie in der Umgebung 
der Stelle Xi = 0, ,..,Xn = regulär ist, in eine Potenzreihe 

(vi, ..., ^„ = 0, 1, 2, ...) 
«entwickeln, welche sicher in dem Gebiet 



Ä/j ^ ^1 y ' • • > *^f 



n 



konvergieren möge, wo r^ , . . . , r„ von Null verschiedene, 
endUche positive Größen seien. In dem erwähnten Gebiet sei 

wo M eine endliche positive Größe bezeichnet. Dann ist 



A 



M 



i » • • • f ♦'!• I ^^ 



^n 



r;'»>*r 



yn 



{Vif ...,Vn = 0, 1, 2, ...) ." 



n^ 



X 



d0 ; 



Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir den Cauchy- 
sehen Integralsatz 

w - ^. /■/<" 

fix) ist eine in dem Gebiet lirl^r reffuläre analytische 
Funktion, und die Integration irst^kt sich über den um- 
fanc: K des mit dem Kadius r um den Punkt ^ ~ be- 
Begebenen Kreises in positivem Simie. Differentüert man 
v-mal nach x und setzt man x = 0, so erhält man 



/t') (0) = 



VI 



I 



Yjz) dz 

27iiJ Ä^+i 
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oder^ wenn man auf dem Kreisumfang K 

setzte 



tn 



(«) 







Nach dieser Formel ist, wenn wir unsere Funktion 
fiph > ^9 -*•> ^n) zunächst ab Funktion von x^ auffassen, 






2» 







xi=0 



Die beiden Seiten dieser Gleichung hangen nur noch 
von x^y . . . > ^N Ab. Nach Formel {(x) ist, wenn man x^ ab 
Veränderliche betrachtet, 

"^•A^iß'^S arg, ..., x^ 



dxl^ 



2 



2a 



OCiaO 





Indem man die vorletzte Gleichung Vg-mal nach x^ differen- 
tiiert und x^^Q setzt, erhalt man 






2n 











2n27T 
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So fortfahrend; findet man 



(2 



Sit iit 



d^ = Oy...,«N = 







Nach dem Taylorschen Satze ist der Koeffizient von 
x[^ ,,. x!^ in der Potenzreihenentwickelung von f{o(^ ^ • • • i ^m) 
dargestellt durch 



A. 



Man hat also 

2^ in 



ön+...+i'«/'(^^ ...^ X^) 



da^^ ...dx\ 



yn 



<B|SOy...y«!»=0 






y 



(2;r)«fi;'...C 



'...//(rie'*s ..., r,e'*»)e-'('^*'+-+*»'*»)df*i...dfd,. 



Nach der oben gemachten Yoraussetzimg ist 



da 



|/(rie'*>,...,r«e'*-)|^Jf5 
[ß-<(»,*i+...+t%<*)| =. 1 



ist, so hat man 



A 



♦i »"»1 ^ 



M 



{2nfr\' ...rl 



V« 



2n %7t 

. . . / dt^]^ . . . d'&f 



oder 



^»»•••»"•1 — ^1 



M 



^1 • • • ^ 



n 



.*) 



♦) Von Weierstraß (Werke, Bd. I, S. 68ff.) wwd dieser 
Satz aus der Theorie der Potenzreihen ohne Benutzung des 
au chy sehen Integralsatzes hergeleitet. 
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§ 3. Existenzbeweis; zweiter TeiL 

Zum Beweis der Konvergenz der in § 2 hergeleiteten, 
das Differentialsystem (A) formell befriedigenden Potenz- 
reihen (3) benutzen wir die von Cauchy als calcol des 
limites bezeichnete Methode. 

Die in den Gleichungen (A) vorkommenden Funktionen 
/i , . . . , /n der n + 1 Veränderlichen ^ > ^i ? • • • > ^m erfüllen 
für alle Wertsyst^ne der Veränderlichen^ welche den Be- 
dingungen 



|a? — a|^r, |yi— ftil^ri, ..., jy« — 6, 

genägen, die Ungleichung 

\fi{^>yi> ...yyn)\^M (i=l, ...,n), 

wo M eine endliche positive Große darstellt. Dann ist 
nach dem am Schluß von § 2 bewiesenen Satze ^ wenn die 
Potenzreihenentwickelung 

{Vy V^y ..., Vn= 0, 1, 2, ...) 

besteht^ 

M 

(5) I4^n J^ ^^. ^ (v,v„...,v« = 0,l,2,...). 

Wir fuhren die Hilfsfunktion 

F{x,y^, ...,yn) 
M 



(6) = 



(i_£^)(,_a^)...(i_>^^) 



ein^ welche die Potenzreihenentwickelung 

M 

(v , Vi , . . . , v« = , 1 , 2 , . . .) 
gestattet, so lange 

\x — a\<ry |yi — 6i|<ri, ..., |yn — 6n|<^« 
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ist. Der Koeffizient 

M 



r Ti . . . r„ 



von {x — äyd/i — hiY^ . . . (y« — ftn)"* in dieser Eeihe ist positiv 
und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden 
Koeffizienten ^^y^^„,^v^ in der Reihenentwickelung von 

/••(^j yo •••> yn). 

Wir setzen das Hilfsdifferentialsystem 
(7) ^^=F{x,T,,..., Tn) (i = l,...,w) 

an und suchen eine Lösung desselben^ welche die Bedingung 

erfüllt. Durch die Substitution 

geht das System (7) über in 
dZi M 



dx 



(-^)(-f)-(-t) 



(i = l, ..., n), 



und man hat Z^y . . ,y Zn als Funktionen von x diesen 
Differentialgleichungen gemäß so zu bestimmen, daß für 
x=^a Z^=... — Zh — wird. Wenn wir unter iJ die 
kleinste der Größen r^, ..., r« verstehen, dürfen wir zur 
Vereinfachung r^ , . . . , r„ durch iJ ersetzen. Wir haben 
dann die Differentialgleichungen 

dZi M .._. ^ 



(-^)(-§)-(-§) 



Da nunmehr die n Funktionen Z^, . , .y Z^ denselben 
Differentialgleichungen und denselben Anfangsbedingungen 
zu genügen haben, so müssen sie übereinstinmien, und wir 
können 
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setzen. Wir haben Z als Funktion von x so zu bestimmen, 
daß die Differentialgleichung 

äZ M 

dx 



(-'-^)('-i)" 



befriedigt und daß für x^a Z=^0 wird. 

Durch Trennimg der YeränderUchen xundZ erhält man 



{■ 



-^i",^ Mdx 

-=r\ aZ = 



Rj X — a' 



r 

und durch beiderseitige Integration 

wo C eine Konstante ist, welche hier den Wert 1 annimmt, 
wie sich durch Einseteung der zuBammengehörigen Werte 
x^ttf Z=0 ergibt. Durch Auf losung nach Z erhält man 



:j;.+(i±i)5r,„g(i_i 



Z=iJ|l "^ ' '" ' ^'— ' '^ •^"■'* 



WO derjenige Wert der (» + l)ten Wurzel zu nehmen ist, 
welcher sich für a; = a auf 1 reduziert. Hiemach ist Z 
eine analytische Funktion von x, welche sich in der Um- 
gebung von x = a regulär verhält und sich also in eine 
Potenzreihe von x — a entwickeln läßt, deren Konvergenz- 
kreis den Punkt x = a zum Mittelpunkt hat und durch die 
nächste singulare Stelle geht. Diese singulare Stelle ist 
der Wert 

x = a + r\l — 6 "(«+!) J^'-j , 

für welchen der Ausdruck, aus welchem oben die (n + l)te 
Wurzel zu ziehen ist, verschwindet. Setzt man 



[l — ^ in+l)Mrj ^ 



(8) Q=.r[l--e in+l)Mr 

SO sind Z = Zj =■ . . . =Zn und damit auch Y^ , . . . , Ji, in 
Potenzreihen von x —^a entwickelbar, welche für la: — al < ^ 
konvergieren. 
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Aus der Konvergenz der Seihen für Fj ,..., J*» er- 
gibt sich^ daß auch die in § 2 für Pi^ * . .9 yn aufgestellten 
Potenzreihen (3) für |a; — a| < ^ konvergent sind. Um dies 
zu zeigen, stellen wir die betrachtete Lösung des Hilfs- 
differentialsystems (7) in der Form 

(» = 1, ...,») 

dar, wo 

(dTA (d^\ 

die Werte der Ableitangea von Tt für a; -= o darstellen. 
Durch wiederholte Differentiation der Gleichungen (7) er^ 
halt man: 

dTi 

ä^^SF ei^dTi dF dT„ 

dx^ ~ dx"^ dYi dx + • * ' + ar„ dx ' 

d^Yj d^F I e^F dYi d^I dY^ 

(10)^ düfi ex^ '^ [dxdYi dx + • • • + dxBY„ dx ) 

e^{dI\Y, „ e^F dY,dY, ^(äYA' 

'^ dYl\ dx ) '^ dYidY, dx dx ^'""^ dYlXdx) 

"*" öZi dx^ +••• + eYn dx^ * 

Hieraus ergeben sich, wenn man x = a, Z^ = ^ , . . . , 
Yn °- hn setzt, positive Werte für 

(dYA (d'YA (^\ 

\dxla' Xdx^Ja' Xdx^Ja' "" 

deim irgend eine partielle Ableitung 



ex'eYi'...dYi 



*» 
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der Funktion F nimmt für a? = a, F^ = 6^ , . . . , F,» = 6» 
einen positiven Wert 

T r^ • • • % 

an. Femer ist^ wie ans der BUdungsweise der Hilfsfunktion JE 
hervorgeht, mit Eücksicht auf (5): 



(11) 









Wenn man nun die in § 2 aufgestellten Bekorsions- 
formeln für 

\dxla' Kdx^la' '" 
mit den obigen Bekorsionsformeln für 

(dTÄ ( d^ TA 
\dxK' Ua;Va' •*■ 

veigleicht und beachtet, daß der absolute Betrag einer 
Summe komplexer GröBen höchstens gleich der Summe der 
absoluten Betrage ist, erhalt man die Ungleichungen: 

Wir haben oben bewiesen, daß die ßeihen (9) für 
J£ — a|<^ konvergent sind; daher sind auf Grund der 
Ungleichungen (12) auch die Reihen (3) für \x^a\<.Q 
konvergent. Freüich ist damit nicht der wahre Konvergenz- 
bereich der Reihen (3) gefunden; es ist möglich, daß diese 
Reihen auch noch für Werte von x konvergieren, für welche 
x^a\> Q ist. 

Wir fassen das Ergebnis von § 2 und § 3 in den 
folgenden, zuerst von Cauchy bewiesenen Satz zusammen: 

In dem Differentialsystem 

(A) df ==^'(^^^1^ •••>y») (i = l, ..,,») 

seien /ii...,/n analytische Funktionen der Ver- 
änderlichen Xy y^y . . ., yny welche sich in dem Gebiet 
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regulär ye.ürhalten. Überall in diesem Gebiete sei 

\fiipOyyiy ...yyn)\^M (f — 1 , . . . , n) . 

Das Differentialsystem (A) besitzt eine Lösung 

yi^(Pi{x) (i = l, ...,»), 

wo (pi(x) eine analytische Funktion von x \%i, welche 
für X = a den Wert hi annimmt und sich für 



^x — a\ <,r 



[l— e'in+DMrj 



regulär verhält. 

Aufgabe. Zufolge der Differentialgleichung erster 
Ordnung 

deren rechte Seite sich in der Umgebung von x^ Xq, y = y© 
regulär verhalt^ entspricht dem Variablenzuwachs Ax ein 
Funktionszuwachs Ay, welcher naherungsweise dargestellt 
wird durch 

A' + AA'' + A'''' 
Ay^ 6 ' 

A' = f(Xo,yo)Ax, 

^"^ /"(^o + -^^ yo + 2-)^^ y 

A'"=f(x^ + Ax,y^ + A')Ax, 
A""^f{x^ + Ax, yo + ^"')^oo . 

Zum Beweise zeige man, daß der angegebene Ausdruck 
von Ay, nach Potenzen von Ax entwickelt, mit der genauen 
Beihenentwicklung von Ay bis zu {Axy einschUefilich über- 
einstimmt. 

Vgl. die Arbeiten über angenäherte numerische Inte- 
gration der Differentialgleichungen von Runge (Math. 
Annalen, Bd. 46), Heun (Zeitschr. für Math. u. Phys.^ 
Bd. 45), Kutta (ebenda, Bd. 46). 
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^ 4. Beweis der Existenz der Losnngen eines Differential- 
systems yermittels snkzessiyer Annäherung* 

Wir führen einen zweiten Existenzbeweis, der uns einen 
größeren Konvergenzbezirk liefern wird. Die dabei benutzte 
Methode sukzessiver Annäherung wird in der an- 
gewandten Mathematik vielfach zur angenäherten Integration 
von Differentialgleichungen benutzt. Eine strenge AusbUdimg 
hat sie namentlich durch Picard*) erfahren. 

Wir geben dem Differentialsystem (A), indem wir der 
bequemeren Schreibweise halber n = 2 annehmen^ die Form 



(B) 



dx 



dz ^ , 



Hierbei seien fi, f^ analytische Funktionen von x^y^z^ 
welche sich in der Umgebung der Stelle rr = a , y ==i, 
z = c regulär verhalten^ und zwar mindestens in dem Bereich 

\x — a\^r y \y — b\^R y \z — c\^B; 

für alle Stellen x, y, z dieses Bereiches sei 

\f,{x,y,z)\^M (i=l,2) 

und 



dy 



*, 



dfi{x, y, z) 

dz 



k (i = l,2), 



wo M und h endliche positive Größen darstellen. Sind 
X, yy z und Xy i/y sf zwei beliebige Stellen des obigen Be- 
reichs^ so ist 

\fi{xy l/,^-fi{Xy yy z)\^k[\if-^y\ + \^-z\) **). 



*) Vgl. Picard, Trait^ d'Analyse; Bd. n, 2. Aufl. (1905), 
S. 340 ff. — In betreff einer früheren Anwendung dieser Methode 
auf lineare Differentialgleichungen durch Fuchs vgl. Schle- 
singer, S. S., 6. Kap. 

**) Es ist nämlich: 

fi K^y yy n — /•• {^)y>^) = j — ^ — »y + / — g^ — »^; 
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Wir suchen y und z als Funktionen von x so zu be« 
stimmen, daß für x = a y = bf z ^ c wird. 

Wir beginnen mit den angenäherten Werten 

Sodann bestimmen wir die Funktionen y^, js^ von x aus 
den Differentialgleichungen 



dx 



= /i(^^yo;^o); 



mit den Anfangsbedingungen 

y^^b, 01=^ c für a? = a , 
weiterhin die Funktionen 2^2 ^^2 ^^^ den Differentialgleichungen 

dy^ 



dx 



^fli?Oyyi>h)> 



mit den Anfangsbedingungen 

y2 = ^9 ^2=^ ^^ a? = a 

usw. Allgemein ergeben sich y^, Zn ans den Differential- 
gleichungen 

dyn , f V 



(13) 



l^ = /2(^>yn-l,^n-l); 



für o; = a soU 
sein. 



die Integrationswege haben, wenn sie geradlinig angenommen 
werden, die Längen \\f — y\j \z* — z|, und die absoluten Beträge 
der zu integrierenden Funktionen übersteigen nirgends den 
Wert ^; also sind die absoluten Beträge der Integrale höchstens 
gleich Ä|y' — y\ bzw. 'k\z'—z\. 
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Wir weisen nach; daä, wenn n ins unendliche wachst, 
y» einem Grenzwert y, Zn einem Orenzwert zustrebt und 
daß diese Orenzwerte y, e analytische Funktionen von x 
sind^ welche den Difierentialgleichungen (B) genügen. 

Wir verstehen unter q die kleinere der beiden posi- 
tiven Größen 

R 

""' M 
und beschranken die komplexe Veränderliche x auf das Grebiet 

|a? — a| ^Q . 



Zunächst ist 



X 



yi — b~ffi(x,b,c)dx, 

a 

wobei als Integrationsweg (wie auch im folgenden) die Yer- 
bindungsgerade der Punkte a und x der komplexen Zahlen- 
ebene genommen werden möge. Die Lange dieses Integrations- 
weges ist {x — alf in jedem Punkt x des Weges ist 

\f,{x,b,c)\^M; 
also hat man 

|yi — 6| ^ M\x — al^Mg^R, 

und ebenso findet man 

1^1 — cl ^ jR. 

Daher ist auch \fi(Xy y^, 0^)\^M, und aus der Gleichung 

folgt 

So fortfahrend, findet man für jeden Wert von n 

Wir führen nun die Bezeichnimg 

(14) Wn=-yn — yn-l, Vn^0n — 0n-l (n = 1 , 2 , 3 , . . .) 

ein, so daß 

^n= C + Vy^ +V^ +... + Vn 
Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 2 
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wird. Wenn sich y^ ffir limn » cx) einem Orenzwert nähert, 
ist dieser Grenzwert die Summe der uneDdlichen Beihe 

Wir zeigen^ daß diese Reihe für {x — al^g unbedingt und 
gleichmäßig konvergiert. 
Es ist 

oder 

X 

^n^j[fl{x,yn-l> iBf»-l)— /i(a?, yH-2, en-2)]dx , 
a 

da Un für x = a verschwinden muß. 

Weiter ist; wenn k die oben eingeführte positive Große 
bedeutet; 

\fi(x, yn-i, ^n-l) — fi{X, yn-2f ffn-i)] 
^ Jo{\yn-l — yn-i\ + l^n-1 — ^n-2|) = *(|W|i-l| + \Vn-l\) • 

Wir hatten oben 

|m^| = ly^ — 6| ^ Jf |a; — a| , [vil ^ Jlf|a; — a| ; 

also ist 

\fx {^fViy ^i) - A i^y Voy ^o)| ^ *(|«i| + ki|) 

^2hM\x — a\. 

Aus der Gleichung 

X 

a 

folgt demnach 



Wg| ^2kM f 






2! 





und ebenso 

. 2*Jfb — al« 



^1^ 2T 
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Nun ist 

^ 2! 

und ans 

a 

folgt 



Ms^^^-Tn — / a?-a»d 



a; — a = 



2! j' ' ^ ' 3! 



So fort&hrend^ findet man 
(15) |,^)^ (2^)»--y-al („_i,2,3....). 

Da die Beihe mit dem allgemeinen Glied 

nl 

konvergiert^ so ist die Beihe 

b + u^ + u^ +%+... 

für \x — (il^Q unbedingt und gleichmaßig konvergent. 
Die Funktion 



(16) 



y = 6 + % + «2 +% + ••• 
= lim (6 + Wi + 1«2 + • . . + Wn) = limyn 

n=oo »=oo 



und die entsprechend gebildete Funktion 
(160 ^ = ^^^n 



n=oo 



genügen den Differentialgleichungen (B). Denn aus 

X 

a 

2* 
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folgte wenn man n unendlich groß werden laßt, 

dy 



dx 



= fl{^y»,^)' 



Wir zeigen noch; daß die gefundenen Funktionen y, 
analytische Funktionen von x sind^ welche sich fiir 
\x — a\ ^ Q regulär verhalten. Die Funktionen yn, Zn sind 
für \x^ c^-^Q regulär^ da sie durch wiederholte Integration 
regulärer Funktionen gefunden werden. Folglich sind auch 
Uny Vn analytische Funktionen von x^ welche sich für 
\x — a\^Q regulär verhalten. Wir benutzen nun den fol- 
genden Satz aus der Funktionentheorie *) : 

^^Das allgemeine Glied Un der Reihe 

sei eine analj^asche^ für {o; — a|^^ reguläre Funktion 
von Xy und die Reihe sei für \x — a\^Q unbedingt und 
gleichmäßig konvergent. Dann ist die Summe der Reihe 
eine analytische Funktion von :r; welche sich für |^ — a| ^ ^ 
regulär verhalt.^^ 

Nach diesem Satze verhalten sich die Funktionen y y z 
für \x^ a\'^q regulär^ sie lassen sich also in Potenzreihen 
von x — a entwickeln, deren Konver^enzradius mindestens 
gleich q sein muß, aber auch großer als q sein kann. Diese 
Potenzreihen lassen sich unmittelbar aus den Differential- 
gleichungen (B) nach der in § 2 angegebenen Methode be- 
rechnen. In § 3 wurde bewiesen , daß diese Reihen sicher 
konvergieren^ solange |:r •— a| kleiner ist als 



(l-c'sJ^»-); 



jetzt haben wir gesehen^ daß dieselben Reihen konvergent 
sind; wenn |a; — a| die kleinste der beiden Größen 



^' M 



*) Vgl. Weierstraß, Werke, Bd. I, S. 70 ff. 
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nicht überschreitet. Damit ist für manche Fälle eine wich- 
tige Erweitenmg des in § 3 gefundenen Konvergenzbereichs 
gewonnen. 

Die Untersuchungen des gegenwärtigen Paragraphen 
übertragen sich ohne weiteres auf das in § 2 und § 3 behan- 
delte Differentialsystem (A) mit n abhängigen Veränderlichen 
Vi 9 •"> y n . Die Ergänzung^ welche das Ergebnis von § 3 
durch den jetzigen Konvergenzbeweis erfährt^ drücken wir 
in folgendem Satze aus: 

Die in dem Satze am Schlüsse von § 3 erwähnte 
Lösung 

yi = (Pi{x) (i = 1, ..., n) 

des Differentialsystems (A) ist für 



regulär; wenn unter q die kleinere der beiden 
Größen 

R 



r 



' M 

verstanden wird. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall; daß 

/.•(^; yy e) = Ai{x)y + Bi{x)z+ Ci{x) (i= 1, 2) 

eine lineare Funktion von y und z ist; deren 
Koeffizienten 

Ä,{x)y Bi{x), Ci{x) 

sich für \x — a\-^r regulär verhalten. _ 

Die Differentialgleichungen 



^ ^^ =A^{x)y + B^{x)z+CM, 



(BO 



dx 
dz 



Mx)y + B^{x)z+C,{x), 



dx 

welche in bezug auf die abhängigen Veränderlichen y , z 
und deren Differentialquotienten -r^ , -7— linear sind, büden 
ein System linearer Differentialgleichungen. 
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Indem wir die Methode der sukzessiven Annäherungen 
wie bisher anwenden, erhalten wir Funktionen y und z 
von Xy welche das Differentialgleichungssjrstem (B^ befriedigen 
und für rr = a die beliebig vorgeschriebenen Werte y = J 
und B = c annehmen. Wir zeigen^ daß sich diese 
Funktionen für \x — a\^r regulär verhalten« 

Die Annahme; daß Ix — a]^-^ sein solle ^ wurde 
oben nur gemacht; damit 



wurde; d.h. damit die Werte y = y»? ^ = ^n dem Begularitats- 
bereich der Funktionen fiix, y, z) angehörten. Da sich 
jetzt fi{x, y, z) für alle endlichen Werte von y und z regulär 
verhält, wenn nur {:r — al^r bleibt; so kann die oben 
mit Q bezeichnete Oröße gleich r gesetzt werden. 
Der Beweis der Konvergenz der Reihen 



oo oo 



wird wie oben gefuhrt Es ist jetzt 

\fi(X, y„, Zn)'-fi{X, yn-l,^n-l)\ 
= \A4(x)(t/n — yn-l) + Si{x)(Zn — Zn-i)\ 

wenn die positive Größe Je so gewählt wird; daß für 

X'-al^r 



1^.(^)1 ^i, 15,(^)1^* 

ist. Wird jetzt die positive Größe M so angenommen; daß 

für \x — a\^r 



\Mx,b,c)\^M 
ist, so ist 

]wj| = \y^ — h\ ^ M\x — a\ , |t?i| = 1^1 — c\ ^ M\x — a\ , 

und der Konvergenzbeweis wird wie oben zu Ende geführt. 
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§ 5. Abhängigkeit der Losungen eines Differential- 
systems Ton Parametern und Anfangswerten* 

In dem System der Differentialgleichungen 

(C) ^' = /i(^,yi>--My..,/*) (i = l,...,n) 

sei fi eine analytische Funktion der Veränderlichen 
^f tfif '"> Vn und des Parameters jn, welche sich in 
der Umgebung der Stelle ä; = a , y^ = Jj , . . . , y« = in > 
^ = regulär verhält; fi ist also in eine Potenzreihe von 
X — a, yi — 6i , • . . ^ y» — 6« ^ /* entwickelbar, welche für 

konvergieren möge, oder, was auf dasselbe hinauskommt, in 
eine Potenzreihe der n+ 1 Veränderlichen x — a, yi — Ji , 
• • M Vn — ^nj deren Koeffizienten Potenzreihen des Para- 
meters /i sind. 

Legt i&an dem Parameter /i einen bestimmten Wert 
bei, dessen absoluter Betrag höchstens gleich r ist^ so besitzt 
das System (C) nach § 2 und § 3 eine Lösung y^ = (p^ (x) 
(i= 1, ..., n), wo (pi eine analytische Funktion von x ist, 
welche für x=^a den Wert 6,- annimmt. Wir wollen zur 
Ergänzung der früheren Betrachtung zeigen, daß 99,- jetzt 
eine analytische Funktion von x und fi ist, 
welche sich in der Umgebung von x^a, ;* = 
regulär verhält. 

Setzt man wie in § 2 

»'-^+(Ä).(«-«)+2MI^)<'-»)'+-- 

60 ergeben sich unter Benutzung der Gleichungen (4) 

(dyÄ (d^\ 

\dx)a' \dx^)a' '" 

als Potenzreihen von /i , welche in der Umgebung von 
/i = konvergent sind. Um den Konvergenzbeweis der 
Beihe für y,- zu führen, haben wir in § 3 einige Abänderungen 
vorzunehmen. Für alle Wertsysteme x, y^ , . . . , y „ , /i , 
welche den Bedingungen 
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genügen^ sei 

dann ist der Koeffizient von 

in der Potenzreihenentwicklung der Funktion fi dem abso- 
luten Betrage nach höchstens gleich der positiven Große 

M 

welche den entsprechenden Koeffizienten in der Potenz- 
reihenentwicklung der Hilfsfunktion 

^ M 

= (x_£^)(._»^)..,(,_i-l.)(,_£) 

darstellt 

Die Losung des Hilfsdififerentialsystems 

welche die Bedingung 

a? = a , Fl = ij , • . . , Tn = bn 
erfüllt; geht^ wenn man 

Zi = Yi — bi (i = 1 , . . . , w) 

setzte in eine Lösung des Differentialsystems 
dZi M 



dx 



(-'-?^)(-f)-(-t)(-f) 



über^ welche die Anfangsbedingung 

X = a y Z^ = f ..., Zn = 
erfüllt. Man hat 
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wo Z diejenige Lösung der Differentialgleichung 
äZ M 



dx I ^ X — 



(-^)(-ir(-^) 



darstellt, welche für x^a den Wert Z =0 annimmt Die 
Integration dieser Differentialgleichung volMebt sich wie in 
§ 3, wenn man die dortige Gröjße M durch 

M 

X 

ersetzt. Wir verstehen unter x^ eine beliebige positive 
Grö£e^ welche kleiner als r ist^ und setzen 

r 

Dann laßt sich Z in eine Potenzreihe von x ^üj fi ent- 
wickeln , welche sicher konvergiert , wenn | a; — a | < ^' , 
|;4|<i:' bleibt; dasselbe gilt für Y^y ..., F«. 

Aus den Differentialgleichungen für F^ ^ . . . , Ym ergeben 
sich aber auch die Reihenentwicklungen 

^'-'•+(S).<'-«)+.M^).<^-°''+- 

(i=l, ...,n); 
man erhalt 

aus den Gleichungen (10) als Potenzreihen von jn, deren 
Koeffizienten sämtlich positiv sind; denn die partidle Ab- 
leitung 

nimmt ffir a: = a , F^ « J^ , . . . , Yn=^hn den Wert 

r!vi! . . . VnlM 



\dx)' 
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an^ welcher sich in eine Potenzreihe von fi mit posi- 
tiven Koeffizienten entwickeln laßt. Der Koeffizient von 
/i"(n = 0, 1, 2, ...) in 



( 



5i'+i'i+...+»«^. 



da?' dfj^ . . . öjC" 



n /a , 5x I . . . I &M 



ist dem absoluten Betrage nach kleiner als der positive 
Koeffizient von /i" in 



( 






Hiemach ergibt die Yergleichung der Rekursionsformeln 
(4) und (10), daß der Koeffizient von /i" in [j^j dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner ist als der positive Koeffizient 

von ii" m (^ — . 

^ \ dar Ja 

Demnach sind y^y . . . , tfn i^ Potenzreihen von x — a 
und /i entwickelt; welche für 

konvergent siad. 

Ersetzt man das Differentialsystem (C) durch ein solches, 
in welchem die fi analytische Funktionen mehrerer Para- 
meter fjir^, /bi^, ... sind, so gUt ein entsprechender Satz, den 
wir folgendermaßen aussprechen: 

In dem System der Differentialgleichungen 

^=-/i(^> Ifif '"^yn, fhy '"} /^m) (i = 1, ..., n) 

seien f^, ..., /*„ analytische Funktionen der Ver- 
änderlichen X, y^y ..., j/n und der Parameter ^, 
..., jUmf welche sich in der Umgebung der Stelle 

^ = « > yi = *1 ; • • • ) yn = in , fh = 0^1 j " ' } flm = OCm 

regulär verhalten. Das System besitzt eine Lösung 

yi-=(Pi{x, /h, ..., jt^m) (i = l, ..., n), 

wo (pi eine analytische Funktion der Veränder- 
lichen X und der Parameter /i^, ..., /i^ ist, welche 
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für x = a den Wert hi annimmt und sich in der 
Umgebung der Stelle 

regulär verhält 

Wir wenden uns wieder zu dem Differentialsystem 

(A) ^ = fi{x, yi, . . . , yn) (i = 1 , . . . , n) . 

Diejenigen Funktionen y^, . . . » ^n » welche den Differen- 
tialgleichungen (A) genügen und für x=^a die Werte 
y^ » b^ , . . . , y^ = (^ annehmen^ können als Funktionen 
der Veränderlichen x und der Anfangswerte a, b^, 
...; bn angesehen werden: 

(17) yi = (pi{x, a,\, .,.ybn) (i «= 1 , • . . , n) • 

Es ist also 

Denkt man sich für a einen festen Zahlenwert ein- 
gesetzt^ so können b^, ...^bn sls Integrationskonstante 
aufgefaßt werden. Verhalten sich die Funktionen fi{x,yi,...fyn) 
in der Umgebung der Stelle x = aC®) , yj = U^^ , . . . , y« = *n ^ 
regulär^ so sind^ wie wir sogleich sehen werden, die (pi 
analytische Funktionen von x, Ofbif..., bn, welche 
sich in der Umgebung der Stelle 

regulär verhalten. 
Setzt man nämlich 

X^S + a, yi = ^1 + 6l , . . . ^ yn^'fjn + bnj 

80 geht das System (A) über in 
dfji 



dx 



= ti{ii + ay ni + hy '->nn + h) (t = 1 , ...,»); 



wir betrachten /J als analytische Funktion der Veränder- 
lichen Sf Vif * * ' 9 Vn uiid der Parameter a,\, . . .,bn, 
welche sich in der Umgebung der Stelle f = , i^i = , 
. . . , jy„ = 0, a = a^^\ t^ = b^\ . . . , b„ = U^^ regulär ver- 
hält. Nach dem oben bewiesenen Satze sind die den 
Differentialgleichungen genügenden Funktionen rj^, . . . , ^„ , 
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welche für f = die Werte i^i = , . . . , 17« = annehmen, 
analytische Funktionen der Veränderlichen f und der Para- 
meter a,bi, ...,bn, welche sich in der Umgebung 
der Stelle f = 0, a«a<®>, 6i = Ji®>, ..., 6,.=-J?> regulär 
verhalten. Sie können demnach als Potenzreihen von 
f = a? — a , a — a^^^, ... und also auch^ wenn man x — a 
= (a? — a^^)) — (a — a(®)) setzt, als Potenzreihen von x — aW , 
a^ a^o) ^ ... dargestellt werden. 

Die Funktion y,- » qpi{x, a,bif . . .,bn) nehme für einen 
in der Umgebung von x = a^^^ gelegenen Wert X'^af den 
Wert yi = f/i sxL Nach § 2 ^bt es nur eine an der Stelle 
X = af reguläre Lösung des Bifferentialsjstems (A), welche 
für x^x^ die Werte tfi = yi, . . . , yn = yi annimmt. Diese 
Lösung, welche mit 

y, =-<Pi{XyXfyy[y ...yyi) (i == 1 , . . . , n) 

zu bezeichnen ist, muß also mit der Lösung (17) fiberein- 
stimmen. Daher muß y,- für x== a den Wert &,• annehmen, 
so daß 

bi^(Pi{a^ x^,yi, ...yyL) (i = l, ...,n) 

ist. Nun ist aber a/ ein beliebiger Wert in der Umgebung 
von a(^) , den wir auch mit x bezeichnen können, wenn wir 
gleichzeitig yi durch y^ ersetzen. Die Gleichungen (17) 
lassen sich also in der Form schreiben 

(18) bi = 9?,(a, x,yi, ...,yn) (i = 1 , . . . , n) . 

Wir sehen jetzt den Wert a wieder als fest an und 
setzen 

9^.(«> ^> yi ; . . • . yn) = Fi{x, yi , . . . , y«) (t = l , . . . , n) ; 

dann ist Fi eine analytische Funktion von x^y^, ..,, yn, 
welche sich in der Umgebung der Stelle x = aff^^ , y^ = bf^ , 
. . . ^ y« = 6n ^ regulär verhalt. Die bisher betrachtete, durch 
die Anfangsbedingung 

^ = öt , yi = Ji , . . . , yn = bn 

bestimmte Lösung des Differentialsjstems (A) erfüllt also 
die n Gleichungen 

(19) Fi{x,yi, ...,yn)^bi (i=- 1, . . ., n) . 
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Mit anderen Worten, die Funktion Fi{Xy y^, ^ -y Vnij 
(i » 1 , . . . , n) nimmt einen konstanten (von x unabhängigen) 
Wert hi an, wenn man für y^ , • • • y Vn die oben bestimmten 
Funktionen von x setzt, welche dem System (A) genügen 
und für o; = a die Werte 6i , . . . , 6n annehmen. 

Es war hi = q>i(a, a, 6^ , . . . , b„); unter Änderung der 
Bezeichnung haben wir jdso y, = 99, (a, a, y^ , . . . > ^n) oder 

Fi{a,y^j ...,yn)-=yi* 
Also ist für X = a 



dFj 

Syi 



= 1, 



dFj 

Syk 



= 



(i^Jc); 



die Fnnktionaldeterminante 



SF, 



öyi' *"' ^yn 



eF„ 



öJL 



nimmt also für x = a den Wert 1 iin; damit ist bewiesen, 
dafi sie nicht identisch verschwindet. 

Eine Funktion F{x , y^ , . . . , y«) , welche einen kon- 
stanten Wert annimmt, wenn man für y^, ^ *} yn eine be- 
liebige Lösung des Systems (A) einsetzt, heißt ein ertstes 
Integral oder kurz ein Integral von (A). Wir haben 
also die Existenz von n. unabhängigen ersten Inte- 
gralen 

Fi{x, yi , . . . , y«) (i = 1 , . . . , n) 

des Systems (A) nachgewiesen. 



§ 6. Eindeutige Bestimmung einer Losung eines 
Differentialsystems durch die Anfangswerte. 

Wir kennen eine analytische Losung (17) 

yi = <Pi{^f a, 61 , . . . , 6n) (i = 1 , . . . , w) 

des Differentialsystems (A), welche die Bedingung erfüllt: 

J,== (pi{a, a,b^, ..,,bn) . 
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Diese Lösung genügt auch den Gleichungen (18) 

k = (Pi{a, ^fVi^'-'^yn) (i = 1 , . . . , n) . 

"Wir stellen uns jetzt unter a einen festen Wert vor, 
wir behalten die unabhängige Veränderliche x bei, führen 
aber an Stelle der abhängigen Veränderlichen y^, . . . j y« 
in (A) neue abhängige Veränderliche 0^, ..., 0n ein, indem 
wir setzen: 

0i = <Pi{a, x,y^, ...,i/n) (i = 1 , . . . , n) 

oder, was dasselbe ist: 

(20) yi = (pi{Xy a, 0^, ..., £fn) (i = l, ...,n). 
Dadurch gehen die Differentialgleichungen (A) über in 

8(pi{Xy a, 01, ...9^n) , -y dq)i(x , a, z^, . . , , 0n) dZk 
dx jf^ d^it dx 

= fi[Xf <Pi{X, a, Z^, . . ., Zn)f ...^ 9'n(^^ »^ ^1 > •••> ^n)] • 

Da yi = q>i{Xy a, 01, ..., 0n) eine Lösung von (A) dar- 
stellt, wenn man 0^, . . ,, 0n durch Konstante ersetzt (wenn 
01 =\, . . . , ^« = 6h ist), so ist 

8(pi[x, g, 0^, ,.., 0n) 

dx 

Man hat also 

(21) ^ ä^;^ -d^-^ (t = l,...,n). 

Der Umgebung von x = a, yi = \, . . ,, yn = K ent- 
spricht zufolge der Gleichung (20) <£le Umgebung von 
X = a, 0i = bi, . . . , i^n = 6« . Da sich q?i für a; = a auf 04 
reduziert, so ist für x ^^ a 
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also 



J = 



<Px 



dz^ 






8(Pf 



(fn 



gleich 1; die Fonktionaldeterminante A ist also in der Um- 
gebung von o; = a, jBfi = 6i, ..., jefn — 6n von Null ver- 
schieden. Aus den Gleichungen (21) folgt daher 



dzi 



= 0, 



djSt, 



0; 



dx ' ' dx 

müssen von x onabhSngig sein, wenn die 



(22) 

u* n* Z\ f . . • ■ X 
Funktionen 

ffi = <pi{x, a, ss^, ..., jSn) (i = 1 , . . . , n) 

den Differ^itialgleichungen (A) genügen sollen. Dabei ist x 
in der Nähe von a, y^ in der Nähe von b^ und demnach 
auch 0i in der Nähe von bi vorausgesetzt 

Wir können nun dem in § 3 (bzw. § 4) ausgesprochenen 
Existenztheorem eine wichtige Ergänzung hinzufügen. Wir 
kennen eine Lösung 

ffi = <pi{x, a , 6i , . . . , 6n) (i = 1 , . . . , n) 

des Differentialsystems (A)^ worin <pi eine analytische 
Funktion von x ist, welche sich an der Stelle x=> a regulär 
verhalt und für x = a den Wert bf annimmt Vorausgesetzt 
ist dabei^ daß sich die Funktionen fi{x, ^i^ •••> ^n) an der 
Stelle a; « a , yi = 6i , •••f yn = bn regulär verhalten. Aus 
§ 2 folgt, daß es keine andere bei ^ » a reguläre 
Lösung mit denselben Anfangswerten geben kann. 
Es bleibt aber noch die folgende Frage zu beantworten: 
Gibt es vielleicht eine nicht reguläre oder nicht 
analytische Lösung y^, ..., yn des Systems (A) von 
solcher Beschaffenheit, daß sich j/^, •••> Vn bzw. den 
Werten \j ..., bn nähern, wenn sich die unabhängige 
Veränderliche x auf einem bestimmten Wege C dem 
Punkte a nähert? Daß diese Frage zu verneinen ist, 
wenn der Weg C eine endliche Länge hat, ergibt sich im 
Falle n = 1 schon aus der berühmten Abhandlung von Briot 
und Bouquet im Journal de l'Ecole polytechnique, cahier 36 
(1856). Aber der Weg C könnte beispielsweise auch eine 
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Spirale von unendlicher Länge mit dem asymptotischen 
Punkt a sein. Die für die Theorie der Differentialgleichungen 
grundlegende Frage muB beantwortet werden, ohne daß man 
den Weg C unnötigen Einschränkungen unterwirft. 

Wir sagen: „Der Weg (7 nähert sich dem Punkte a", 
wenn folgende Bedingung erfüllt ist: zu jeder noch so kleinen 
positiven Größe e gehört ein Pmikt x^ des Weges C von 
solcher Beschaffenheit, daß für jeden auf Xq folgenden 
Punkt X von C der absolute Betrag von x — a kleiner 
als € ist. Wenn wir sagen: „eine Funktion y von x 
nähert sich der Grenze 6, wenn sich x auf dem 
Wege C der Grenze a nähert", so verstehen wir dar- 
unter folgendes: zu jeder noch so kleinen positiven Größe 97 
gehört eine andere positive Größe e von der Art, daß für 
alle Punkte x des Weges C jenseits des oben eingeführten 
Punktes Xq \y{x) — 6| < 9/ bleibt. 

Wir können nun den folgenden Satz aussprechen: 

Außer der in § 3 (bzw. § 4) nachgewiesenen re- 
gulären Lösung gibt es keine wertere Lösung 
yiy'-^yVn dcs Diff crentialsystcms (A) von solcher 
Beschaffenheit, daß sich y^^ . . ., yn bzw. den Grenzen 
iif .,.,in nähern, wenn sich x auf einem bestimmten 
Wege G der Grenze a nähert*). 

Eine Lösung y^, ..., yn von (A), welche die angegebene 
Bedingung erfüllt, wird durch die Substitution (20) in eine 
Lösung 0^j . . . 9 ^M von (22) von solcher Beschaffenheit über- 
geführt, daß sich 0^, ..., 0h bzw. den Grenzen &!,...,&» 
nähern, wenn sich x auf dem Wege C der Grenze a nähert. 
Die einzige Lösung der Differentialgleichungen (22) von der 
angegebenen Beschaffenheit ist aber 

Denmach ist die einzige Lösung des Systems (A) mit der 
in dem obigen Satze angegebenen Eigenschaft die frühere 
reguläre Lösung 

yi = (Pi(^, a, 61 , . . ., 6«) (t = 1 , . . . , n) . 

'*') Der hier gegebene Beweis dieses Satzes schließt sich an 
Painlev^ an (Le^ons sur la thäorie analytique des ^quations 
diff^rentielleS) S. 397); den ersten Beweis hat Picard gegeben 
(Traitö d'Analyse, Bd. 11, 2. Aufl., S. 355). — Vgl. Enzyklopädie der 
math. Wiss., Bd. IIA, S. 203—204. 
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§ 7. Integralgleielmiigeii eines Systems yon 

Differentialgleicliniigeii. 
Zugeordnete partielle DUferentialgleiehnng. 

Das System der Differentialgleicbangen (A) steht in 
engem Zusammenhang mit der partiellen Differential- 
gleichung 

8F BF dF 

Unter einer Losung F{x > yi , . . . , y«) dieser partiellen 
Differentialgleichung wird eine Fmiktion der n + 1 un- 
abhängigen Veränderlichen x, p^, ..,, t/n verstanden^ welche 
die Gleichung (D) identisch befriedigt. 

Ist 

F{x,y^, ...,yn) 

eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (D) 
und 

yi = <Pi{x) (i«l, ..., n) 

eine Lösung des Systems (A)^ so ist 

F[x,q>^{x), ..., (pn{x)] 

konstant (von x unabhängig). 

Es ist nämlich^ wenn y^, ...<, yn den Differential- 
gleichungen (A) genügen^ also 

^' = /;(^,yi, ...,yn) (t = l, ...,n) 

ist^ 

dF(x ,y,,...,yn)_dF^dFdy,_^ ^dFdyn 



dx Bx 8y^ dx By^ dx 

also F{x, yi , . . . , y„) von x unabhängig. 

Die Funktion F{Xf y^, ..., yn) der n+1 Ver- 
änderlichen x^y^, ,..,yn nehme einen von x unab- 
hängigen Wert an, wenn für y^ , . . . , yn eine beliebige 
Lösung des Systems (A) gesetzt wird. Dann genügt 
die Funktion -F, wenn x, y^, .>., yn als unabhängige 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 3 
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Veränderliche betrachtet werden, der partiellen 
Differentialgleichung (D). 

Sind yi , . • • > y« irgend welche dem System (A) ge- 
nügende Funktionen von x^ so ist der Voraussetzung nach 

dF{x, yi, ...,yn) ^Q 
dx 
oder 

eF dFdy, dFdyn_eF dF . .. dF _^ 

dx'^ dy^ dx'^"'^ dy^ dx'^ 6x^^' dy^'^'"'^'''ei,^^' 

Die Gleichung (D) ist also zunächst erfüllt^ wenn x beliebig 
gewählt wird, wahi^end die zugehörigen Werte von yi , . . . , y« 
aus einer Losung von (A) berechnet werden. Ist aber x = a, 
y^ = &! , . . ., y» = 6« eine beliebige Stelle, in deren Um- 
gebung sich die Funktionen fi{x,yi, - " > Vn) regulär ver- 
halten, so sind dem System (A) genügende Funktionen 
Viy • • • > yn vorhanden, welche für a? = a die Werte yi = 61 , 
. • • j y« = 6n annehmen. Die Gleichung (D), welche für das 
beliebige Wertsystem ^ = a , y^ = 6^ , . . . ^ y„ = 6„ erfüllt 
ist, ist also identisch erfüllt. 

In § 5 wurde nachgewiesen, daß die durch die An- 
fangsbedingung X = a^ yi = ^1 j • • • 5 yn = in bestimmte Lö- 
sung des Systems (A) n Gleichungen 

Fi{x, yx, ...^yn)^^ (i = 1 , . . ., n) 

befriedigt. Dabei ist a; = d^^ > yi = 6j?^ ---) yn = in^ eine 
Stelle, an welcher sich die Funktionen /•(a;, y^ , . . . , y») re- 
gulär verhalten und in deren Umgebung die Stelle x = a^ 
yi = ^1 ? • • • ) yn = in angenonunen ist. Die Funktionen J^- 
sind in der Umgebung der Stelle x = af^^ j ^i = &S?^ • • v ^n = 6« ^ 
ebenfalls regulär. Da die n Funktionen jp\ , . . . , ^ kon- 
stante (von X unabhängige) Werte annehmen, wenn man für 
^1 9 • • • 9 ^n die früher bestimmte Lösung des Differential- 
systems (A) setzt, so sind F^ . , ., Fn Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichung (D). In § 5 wurde auch gezeigt, 
daß die Funktionaldeterminante 

nicht identisch verschwiadet. 
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Besitzt die partielle Differentialgleichung (D) 
»»Losungen F^{x, y^, ..., y«), ..., F^ix, y^, ..., y«), 
so hat sie anch die Lösung 

(23) F=^(Fi,...,Fn), 

wo ^ eine willkürliche Funktion darstellt. 
Es ist nämlich 

dx~ dFi dx '^'"'^ dFn Bx ' 
B^_B0dI\ '60 dF» 

öy,- dF, ey^^--'^eF, dy,' 



60 d0 dFi , , 80 eFn 

+ ••• + 



öy„ dFi dy„ ' " BF» dy^ 

Wenn man diese Gleichungen mit 1, fi, . . . , fn multi- 
pliziert und addiert, erhalt man 

B0 , 80 I / ^* 

_^e0ldFi^, dFt^ , . BFA 
-Z, dFAdx-^rij^^ + - + Tn-^)- 

Da die n Klammerausdrücke auf der rechten Seite ver- 
schwinden^ 80 verschwindet auch die linke Seite^ d. h. <ß 
genügt der Gleichung (D). 

Sind jPi, ..., Fn n Lösungen der partiellen Dif- 
ferentialgleichung {D)y deren Funktionaldetermi- 
nante 

6(F^, ..., Fn) 

nicht identisch verschwindet, so läßt sich jede Lö- 
sung F von (D) als Funktion von F^, ..., Fn dar- 
stellen. 

Zum Beweise denken wir uns aus den Gleichungen 

■Pi(^,yi, ...,yn) = F^ , 



-^.(^^yx;.--, yn)^Fn 
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^1 > • * • 9 ^N &Is Funktionen von x^ F^y ,,., Fn berechnet und 

F(x,y^, ...,yn)=- *(^, ^11 ..., J^n) 

als Funktion von x, F^, . . . , JP„ dargestellt. Wir werden 
zeigen, daß 

e^ix, 2?\,..., Fn) 



dx 



= 



ist; daß also von x unabhängig ist und nur von F^y 
,.., Fn abhängt. Es ist nämlich 

dx^ dx '^ dF^ dx '^'"'^ dFn dx ' 
BF d0^dl\ 60 dFn 

dy,^ dF, dy,+'" + dFn dy,' 



öy, - dF^ dyn'^'"'^dFndyn' 

Die Gleichung 

dF ^ dF ^ dF 

dx dy^ dyn 

geht demnach über in 

ä^ +^öj; ("öF + ^^ öi^ + • • • + ^" ö^j " ^ • 

Da die n Klammeraosdräoke verschwinden, so ist auch 

w. z. b. w. 

Da sich oben aus der Existenz der Lösungen des Dif- 
ferentialsjstems (A) die Existenz von n analytischen Lö- 
sungen F^y .,.y Fn der partiellen Differentialgleichung (D) 
ergeben hatte, so können wir den Satz aussprechen: 

Die allgemeinste Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (D) ist von der Form 
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WO eine willkürliche Funktion darstellt^ wäh- 
rend F^, .,., Fn analytische Funktionen von x,y^y 
"'f Vn sind^ deren Funktionaldeterminante 

djF^t '"} Fn) 

nicht identisch verschwindet. 

Jede Lösung I {x, y^, -.., tfn) der partiellen Differen- 
tialgleichung (D) stellt in dem am Schlüsse von § 5 ein- 
geführten Sinne ein Integral des Systems (A) dar. Denn 
die Funktion F nimmt einen konstanten Wert an, wenn 
man für ffi, ..., yn eine beUebige Lösung des Systems (A) 
setzt. Jede Lösung von (A) befriedigt idso die Gleichung 

(24) F{x,y^,...,yn)^G, 

worin C eine Konstante darstellt. Verschiedenen Lösungen 
Vu "»y Vn von (A) entsprechen im allgemeinen verschiedene 
Konstanten C in der Integralgleichung (24) des Sy- 
stems (A). 

Sind F^, ..,, F^n unabhängige Lösungen der partiellen 
Differentialgleichung (D), so werden die n Gleichungen 

Fx{x,y^, .,.,yn)^ Ci, 



FniXyy^y ...,yn)= Cn 

mit den willkürlichen Konstanten 0^, ..., Cm durch jede 
Lösung des Systems (A) befriedigt Verschiedenen Lö- 
sungen yi, .,,, yn entsprechen verschiedene Konstanten- 
systeme Ci , . . . , Cn . 

§ 8. Implizite Funktionen. 

Wir benutzen den Satz über die Existenz der Lösungen 
eines Systems von Differentialgleichnngen^ um zu zeigen, 
daß durch die n Gleichungen 

Fi(Xx, ..., a?«,yi, ...,yn) = (i = l, ..., n) 

unter gewissen Voraussetzungen yif •*•, yn als Funktionen 
der m unabhängigen Veränderlichen Xi, ..,, x„^ definiert 
werden. 
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Indem wir zunächst m = 1 annehmen und die einzige 
unabhängige Veränderliche mit x bezeichnen^ betrachten wir 
die Gleichungen 

(25) Fiix^y^, ...,yn) = (t = l,...,n). 

Wir verstehen unter F^y ..., -F„ analytische Funktionen 
der n + 1 Veränderlichen Xy y^ , . . . , y» , welche an der 
Stelle x = ay yi = \y . . . , ^h = 6n verschwinden und sich 
in der Umgebung dieser Stelle regulär verhalten. Die Funk- 
tionaldeterminante 

dF^ BF^ 



A = 



öy,' 



Sy, 



dF. 



BF^ 



soll für a? = a , y^ = 6^ , . . . , y^ = J^ einen von Null ver- 
schiedenen Wert annehmen. Wir zeigen^ daß dann n ana- 
lytische Funktionen 

yi^(Pi{x) (i = l,...,n) 

vorhanden sind^ welche die Gleichungen (25) identisch be- 
friedigen, für x = a die Werte hi annehmen und sich in 
der Umgebung von x = a regulär verhalten. 

Durch Differentiation der Gleichungen (25) erhalt man, 
wenn man y^, "-) !fj^ als Funktionen von x auffaßt> 



dl\_dl\ dF\d^ 
dx "~ dx dy^ dx 



+ ...+ 



ö F^ dy. 



dyn dx 



= 0, 



dJ;^öj; ö^d^ dFn dyn 

dx dx dy^ dx *" dy^ dx 

Löst man diese n Gleichungen nach 

dyi dyn 



= 



dx' 



• 9 



dx 



auf, so ergibt sich 



(26) 



dy 



dx 



: = /f(«, yi , • . . ; y«) (i = 1 , . . . , n); 
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da der Nenner A von fi an der Stelle x=^ajy^^=^\j ...y 
y^ = i^ nicht verschwindet^ so verhalt sich fi in der Um- 
gebung dieser Stelle r^ulär. Das DüBferentialsystem (26) 
besitzt eine und nur eine Lösung pi » (pi (x) , wo <pi (x) eine 
in der Umgebung von o; » a reguläre analytische Funktion 
darstellt^ welche twr x = a den Wert &«• annimmt. Aus 

dFi 



dx 



= 



folgt aber^ daß Fi von x unabhängig ist^ wenn man yi^(pif 
. . ., yn = (pn setzt; es ist also 

Fi[x, 9?i(a;), ..., (pn{ic)] = Fi[a, (p^{a), ..., <pn{ä)] 

^Fi(a, 6i, ,.., 6h) = . 

Es sei jetzt 

(27) JR(a?i, ..., a;^,^!, ...,y„) = (i = l,...,n), 

wo Fi eine analytische Funktion der m + n Ver- 
änderlichen Xx, ..., Xm9 yif »"^yn darstellt, welche 
an der Stelle a^=a^^ . . . , ^m = «m , ^i = ^i > "-, yn = hi 
verschwindet und sich in der Umgebung dieser 
Stelle regulär verhält. Die Funktionaldeterminante 



J = 



SFn 
soll für iCi =%,... , Xm 



BF\ 



Syn 



a 



dFn 

' eyn 

,iji=\f...,yn = in nicht 
verschwinden. Dann werden, wie wir zeigen werden, 
die Gleichungen (27) durch ein und nur ein System 
von n analytischen Funktionen 

yi = <Pi{a>i, ..., x„) (i=l, ..., w) 

der w Veränderlichen x^y ...,Xm befriedigt, welche 
sich in der Umgebung der Stelle äi = «i , . . . , a;«, = «^m 
regulär verhalten und an dieser Stelle die Werte 6, 
annehmen. 

Zum Beweise wenden wir den Schluß von m — 1 auf 
m an. Wir differentiieren die Gleichungen (27), indem wir 
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Vif • • • ^ Vm ^^ Funktionen der einzigen unabhängigen Yer- 
änderliclien x^ auffassen^ wahrend rr, , ..., Xm bIs Parameter 
betrachtet w^en. Wir erhalten so 

^^^ + ^^+ +^^ = «=1 n) 
dx^ dx^'^ dy^ dxi dy^dx^ ^ ^'"' ^' 

Hieraus folgt 

(28) ^ = A(a?i,a?3j, ..., a?«,yi, ..., y„) (i=l,...,w); 

da der Nenner A der Funktion /J an der Stelle rci = o^ , 

iX^2=/hf •••> ^m = am, yi=h9 "*9 Vn^bn nicht VCF- 

Bchwinden soll, so verhalt sich die analytische Funktion /)• 
in der Umgebung dieser Stelle regulär. Die Differential- 
gleichungen (28) besitzen also eine Lösung 

yi = q>i{x^, X2, ..., x„^) (i = 1 , . . . , n) , 

wo q>i eine analytische Funktion der YeränderUchen x^ und 
der Parameter ^Tj , . . . , a;^ darstellt^ welche sich in der ümr 
gebung der Stelle x^ = a^, X2 ^(z^f • • • 9 ^m = ^m regulär 
verhält; für x^ =0^ ist 

yi = 0i{x2,...f Xtn) (i = 1 , . . . , n) , 

wo iSi eine beUebige analytische Funktion der m — 1 Ver- 
änderlichen x^f . . M ^m darstellt^ welche an der Stelle 
^2 » 02 ^ . . ., Xm = dm den Wert bi annimmt und sich in 
der Umgebung dieser Stelle regulär verhält. 
Aus 

aXi 

folgt, daß Fi von x^ unabhängig ist^ wenn man yi =^(pxf 
,.,, yn = (pn setzt, also eine Funktion von X2, . . ., x^ dar- 
stellt, zu deren Berechnung man a^ = a^, also 

setzen kann. Es ist also 

Damit 

Fi(xi ,X2,...yX„,,yi^,...,yn) = (i = 1 , . . . , n) 
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wird, mdssen ^i , . . . ; ^m ^^ Funktionen der m — 1 unab- 
hängigen Veränderlichen x^, . .. , x^ den Gleichungen 

(29) Fiia^yX^, ..,,x„,,e^, ...,0n)'=O (i — 1 , . . . , n) 

gemäß bestimmt werden. Jetzt erscheint F4 als analytische 
Funktion von O!^, . . » , x^, siif » - » , ^m welche an der Stelle 
X2 = c^f • ' ' y Xm = ttmf ^1 =" ^ ^ • • • > ^*» == 6« vcrschwuidet 
und sich in der Umgebung dieser Stelle regulär verhält; 
die Funktionaldeterminante der n Funktionen 

in bezug auf z^, , . .^ Zn ist von Null verschieden; da wir 
unseren Satz für den Fall von m — 1 unabhängigen Ver- 
änderUchen x^y . . . , x^, bereits als bewiesen voraussetzen, 
so werden die Gleichungen (29) durch 

^i^ 9i{i>^y "-y ^m) (l = 1 , . . . , w) 

befriedigt, wo gt eine in der Umgebung der Stelle ajg = «2 > 
. . . , Xfn=^ Um reguläre Funktion darstellt, welche an dieser 
Stelle den Wert &«• annimmt. 

§ 9. Übertragimg der bisherigen Sätze auf Differential- 

gleichnngen höherer Ordnung. 

Wir betrachten die Differentialgleichung nter 
Ordnung 

(E) F{x, y, y', r. . . ., 2/<"-^>, 3/^")) = , 

wobei die Bezeichnung benutzt ist: 

Wir verstehen unter F eine analytische Funktion der 
beigefügten w + 2 Argumente, welche sich in der Umgebung 
der Stelle 

regulär verhält und an dieser Stelle verschwindet, während 
die partielle Ableitung 

dF 

an dieser Stelle von Null verschieden ist. 



42 



I. Abschnitt. Existenz der Lösungen usw. 



Nach dem in § 8 bewiesenen Satze über implizite 
Funktionen läßt sich die Gleichung (E) durch Auflösung 
nach y(») auf die Form bringen: 

(30) j^-> = A^,y,»', ...,!^"-^^), 

wo f eine in der Umgebung der SteUe 

reguläre Funktion der beigefügten n + 1 Argumente dar- 
stellt, welche an der erwähnten Stelle den Wert W**^ an- 
nimmt. 

Indem wir x als unabhängige, y , ^, . . . , y^*~*^ als ab- 
hängige Veränderliche betrachten, ersetzen wir die Differen- 
tialgleichung nter Ordnung (30) durch das System der 
n Differentialgleichungen erster Ordnung 

dx ^' 



(31) 



d^ 
dx 



= y", 



dx 
dx 



= f{^yy,yr, ...,y<~-*>), 



auf welches die bisherigen Sätze angewandt werden können. 
Das System besitzt eine Lösung 

y = (p{x)y 'jf^tf/{x), ..., y(»-i) = 9?(— i)(a;), 

worin (p{(c) eine in der Umgebung der Stelle x =^a reguläre 
analytische Funktion von x darstellt^ welche die Bedingungen 
erfüllt: 

Die Funktion y «» <p(x) stellt eine Lösung oder ein Inte- 
gral der DifferentialgleiphuDg (30) dar. 

Betrachtet man die zu einem festen Wert x^ a ge- 
hörigen Ainfan^s werte 6, 6', .. ., &(••-*) als veränderlidie 
Parameter, so ist q){x) auch eine analytische Funktion 



§ 9. Übertragung der bisherigen Sätze usw. 43 

der n Größen &, f, .,., &(*•-*), die als Integrations- 
konstante auftreten. 

Das System (31) besitzt n unabhängige Integrale von 
der Form 

(32) *(^,y,»', ...,y('-^^)=c, 

wo G eine Konstante und ^ eine in der Umgebung der 
Stelle 

reguläre analytische Funktion der beigefügten n + 1 Argu- 
mente darsteUt; d h. die Funktion 9 nimmt einen von x 
unabhängigen Wert an, wenn für y eine beliebige Losung 
der DSerentialgleichung «ter Ordnung eingesetzt wird. 
Die Gleichung (32) stellt, als Differentialgleichung (n — l)ter 
Ordnung mit der unabhängigen VerSnderliclien x und der 
abhangigen Yeränderlicnen y aufgefaßt, ein erstes Integral 
der Differentialgleichung nter Ordnung (E) dar. 



n. Abschnitt. 

Allgemeine Sätze 
über lineare Differentialgleichungen.*) 

§10. Begnläre nnd singulare Stellen einer linearen 

Diiferentialgleicliang. Beihenentwicklung der Losungen 

in der Umgebung regulärer Stellen. 

Wir betrachten ein System linearer Differential- 
gleichungen mit der unabhängigen Veränderlichen x und 
den n abhängigen Veränderlichen y^ , . . . , ^n : 



(1) 



dx 



= A^^{x)y^ + . . . + Axn{x)y^ + A^{x) , 



^^ = A^i{x)y^ + . . . + Ann{oS)yn + A^ip) ; 



dx 

Aiif^) (i, i ==« 1 , . . . , n) und Ai(pS) (i = 1 , . . . , «) 

seien analytische Funktionen der komplexen Veränder- 
lichen X , welche sich in der Umgebung der Stelle x = a 
sämtlich regulär verhalten sollen. Wir beschreiben um den 
Punkt x = a einen Kreis K vom Radius R, auf 
dessen Peripherie mindestens eine singulare Stelle 
einer der Funktionen A4i{x)y Ai{x) liegt^ während das 



*) Die Abschnitte 11 — IX enthalten eine Einführung in die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen nter Ordnung. 
Zum eingehenderen Studium dieser Theorie verweisen wir auf 
L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Leipzig, Teubner, 1895, 1897, 1898). Daselbst finden 
sich auch zahlreiche Literaturangaben. 
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Lmere des Kreises keine solche singulare Stelle enthalt. 
Sind die n endlichen Größen b^, ..., bn beliebig vor- 
geschrieben, so sind n analytische Funktionen 

der Veränderlichen x vorhanden^ welche das 
System (1) befriedigen, für x = a die Werte yi = 6i , 
. . . , if^=:bn annehmen und sich im Innern des 
K^reises K regulär verhalten. Denn wird die positive 
Größe r <R beliebig gewählt, so sind die Funktionen An , Ai 
für {X'—al^r regulär; dann lassen sich, wie am Schluß 
von § 4 vermittels der Methode der sukzessiven Annähe- 
rungen gezeigt wurde, die Funktionen fi{x) in Potenzreihen 
von x-a entwickehi, welche für \x^a\^r konvergent 
sind*); diese Potenzreihen konvergieren rür \X'-a\<R, 
da r < 12 beliebig nahe bei R angenommen werden kann. 
Indem wir uns vorbehalten, später auf das System 
linearer Differentialgleichungen (1) zurückzukommen, wenden 
wir uns jetzt zu der linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung 

(2) 1^ + Px(^)^ + • ■ • + ^»-x^ä + Pn{x)y = F{x) , 

welche als besonderer Fall des Systems (1) betrachtet werden 
kann. Setzt man nämKch 

so bestehen die n Gleichungen 
dy 



dx 

dl^ 
dx 

d^^ 
dx 

dx 






= - P„y - Pn.iy' - ... - Pi^-») + F. 



*) Der in § 4 fOr n = 2 gegebene Beweis fibettr&gt sich ohne 
weiteres auf beliebiges n. 
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In § 13 wird gezeigt, daß die nicht homogene lineare 
Differentialgleichung (2) vermittels Quadraturen integriert 
werden kann, nachdem die homogene lineare Differen- 
tialgleichung nter Ordnung 

(A) |^ + P,(.)^ + ... + P..,(a:)g + P.(^)y-0 

integriert ist. Daher werden wir uns vorzugsweise mit der 
Differentialgleichung (A) beschäftigen. In den meisten 
fipäter zu behandelnden Beispielen sind die Koeffizienten 
P^y ,,,fPn der Differentialgleichung (A) rationale Funktionen 
von Xj welche im Endlichen eine endliche Anzahl singularer 
Stellen %,..., a^ besitzen, zu welchen noch die Stelle 
x=^oo hinzuzunehmen ist. Indem wir die Koeffizienten 
Pi{x)y ..., Pnip^) überhaupt als analytische Funktionen 
voraussetzen, bezeichnen wir die singulären Stellen dieser 
Funktionen als singulare Stellen der Differential- 
gleichung (A), jede Stelle a; = a, an welcher sich sämt- 
liche Funktionen i\, ..., P» regulär verhalten, als regu- 
läre Stelle. Sämtliche regulären Stellen bilden den 
Begularitätsbereich. 

Um die reguläre Stelle x — a beschreiben wir einen 
Kreis JT, dessen Peripherie durch die nächste singulare 
Stelle geht Sind 

beliebig gegebene endliche Großen, so besitzt die lineare 
Differentialgleichung (A) eine und nur eine Lösung 
y = f(x), welche so beschaffen ist, daß für a; = a 

wird; die analjüsche Funktion f(x) läßt sich in eine 
Potenzreihe von x — a entwickeln, welche im Innern 
.des Kreises K konvergiert (Es ist übrigens nicht un- 
möglich, daß sich der Konvergenzbezirk dieser Potenzreihe 
^ber den Kreis K hinaus erstreckt.) Setzt man die 
Funktion f{x) auf einem innerhalb des Begularitätsbereichs 
verlaufenden Wege nach einer anderen regulären Stelle x = c^ 
:f ort, so genügt auch die Fortsetzung der Differentialgleichung 
((A); dabei ist angenommen, daß die Koeffizienten P^ , . . . , P,», 
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falls sie mehrdeutige Funktionen sind, auf demselben Wege 
von x = a nach x = a' fortgesetzt sind. Die fortgesetzte 
Funktion f{x) ist in eine Potenzreihe von x-—af entwickel- 
bar, welche sicher in dem um x = af beschriebenen Kreise 
konvergiert, dessen Peripherie den zunächst bei x^ a' ge- 
legenen singulären Punkt enthält. Man hat so als Lösung 
der linearen Differentialgleichung eine im allgemeinen viel- 
deutige analytische Funktion von Xy deren singulare 
Stellen sich nur in denjenigen Stellen befinden 
können, an welchen sich die Koeffizienten P^, . . . , P„ 
Singular verhalten und welche wir als einguläre SteUen 
der Differentialgleichung bezeichnet haben*). Der Charakter 
der Integralfunktion wird wesentlich bedingt durch ihr Ver- 
halten in der Umtrebune der sineulären Stellen; mit der 
Untersuchung diesef Yerh^altens weäen wir uns im folgenden 
beschäftigen. 



§11. Fundamentalsystem Ton Losungen einer linearen 
homogenen Differentialgleichung. 

Die n Systeme von je n konstanten Größen 
seien so gewählt, daß die Determinante 



^ny v« } • • • ? ^n 



nicht verschwindet. Wir verstehen unter y, (i = 1 , . . . , n) 
diejenige Lösung der linearen homogenen Difierential- 
gleichung (Ä), welche dadurch bestimmt ist, daß an der 
regulären Stelle x = a 



*) An einer Stelle, welche hiemach als singulare Stelle der 
Differentialgleichung zu bezeichnen ist, können sich trotzdem 
einzelne oder sogar s&mtliche Integrale regulär verhalten. Vgl. § 36. 
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sein soll. Dann ist die Determinante 



(3) 



A = 









!fi 



Vi 






Vn 



an der Stelle x=^a und folglich auch in einer gewissen 
Umgebung dieser Stelle von Null verschieden. Die n so 
bestimmten Lösungen 

bilden nach der Ausdrucksweise von Fuchs ein Funda- 
mentalsystem. Wir können sagen: 

Die n Lösungen y^, - - - , yn der linearen homo- 
genen Differentialgleichung (A) bilden ein Funda- 
mentalsystem, wenn die aus ihnen gebildete Deter- 
minante (3) nicht identisch verschwindet. 

Die Determinante A möge als Determinante des 
Fundamentalsystems bezeichnet werden. Ein solches 
Fundamentalsystem kann natürlich auf unendlich viele Arten 
gebildet werden. 

Die Koeffizienten P^, ..., P^ der Di£Perentialgleichung (A) 
lassen sich durch ein Fundamentalsystem y^, . . . , j^» aus- 
drücken. 

Denn da die Differentialgleichung befriedigt wird, wenn 
man y = yi (i = 1 , . . . , w) setzt, so bestehen die n Glei- 
chungen 



dxl^ 



d^^'^y^ 



äyi 



+ ^^-d^ + -' + ^-^-S + ^^^^=^'^ 



welche wir als lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 
I\ , . . . , Ph auffassen und mit Hilfe von Determinanten 



§11, Ftindamentalsystem von Lösungen usw. 



49 



auflesen. Versteht man unter Ai (i=:l, . . . , n) die 
Determinante 9 welche aus der Determinante A hervorgeht, 
indem man die Elemente der iten Kolonne 



durch 






daf'* 



d^Vf 



daf 



ersetzt, so hat man 

(4) 

Insbesondere ist 



4 = 






^•"*yi 



(i = l, ...,n)* 



daf ' da^-^ ' 



Vi 



daf" ' da;*-« * 



Vn 



dA 
dx' 



abo 



Pi 



dA 

dx _ dlogA 
"""J"~ dx~' 



mithin ist 



log J = - /Pi dx + logC , 



wo a eine reguläre Stelle und G eine Konstante darstellt. 
In dem Ausdruck 



(5) 



A = Ge^ 



kann C nicht Null sein, da A nicht identisch verschwindet; 
daraus folgt aber, daß die Determinante A an keiner 
regulären Stelle verschwindet 

Bilden die n Lösungen y^, ..., y» der Diffe- 
rentialgleichung (A) ein Fundamentalsystem^ so 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 4 
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läJBt sich jede andere Lösung y in der Form 

(6) y= C^yi + ...+ CnVn 

darstellen, wo C^y ,.., Cn Konstante sind. 

Zum Beweise nehmen wir an, an der regulären Stelle 
x = a sei 

^ ^ dx ' ' da^-^ 

Da durch diese Bedingungen eine Lösung der Differential- 
gleichung vollständig bestimmt ist, so brauchen wir nur zu 
zeigen, daß sidb die Konstanten C^, ..., Cn so bestimmen 
lassen, daß für x = a 

Ci»i + --+ CnyH = h, 

_ « ^ «• ^ - 



• m n 



wird. Diese Bestimmung von Ci, ..., C» ist aber mög- 
lich, denn die Determinante A des Fulidamentalsystems y^ , 
. . . , y„ ist für x = a von Null verschieden. 

Sind y^y ..., y^ Lösungen der Differential- 
gleichung (A) und Cj, ..., Cn konstante Koeffi- 
zienten, so stellt auch 

(6) y= Ciyi-h...+ Cnyn 

eine Lösung der Differentialgleichung dar. 
Denn wenn man die Gleichungen 
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mit den Konstanten C^, ,,., Cn multipliziert und addiert; 
erhalt man die Gleichung 

dx- "^^^ da^-^ '^"' 

Der Ausdruck (6) stellt, wenn man darin C^f . . . , Cn 
als willkürliehe Konstante auffaßt, das allgemeine In- 
tegral der Differentialgleichung (A) dar; legt man den 
Größen Gif...y Cn bestimmte Zahlenwerte bei, so hat man 
ein partikuläres Integral. 

Zwischen den n Elementen y^ , .,,, pn eines 
Fundamentalsystems kann keine Gleichung 

(7) Ciyi + ...+ C«y,. = 

mit konstanten Koeffizienten 0^, ..., Cn bestehen. 
Denn durch wiederholte Differentiation der Gleichung (7) 
erhält man die n Gleichungen 

Ciyi + ---+ CnyH = 0, 
n dVi , . r ^^- - ft 



Da die Determinante A des Fundamentalsystems für jeden 
regulären Wert x = a von Null verschieden ist, so er- 
gibt sich 

C^ == , • • • 9 C/|» = . 

Die n Integrale y^, ..., ^« der Differential- 
gleichung (A) bilden ein Fundamentalsystem, 
wenn keine Gleichung 

(7) Cij(i + ...+ Cny«-0 

mit konstanten Koeffizienten C^, ..., Cn besteht 

4* 
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Wir brauchen nur zu zeigen, daß die Determinante A 
nicht identisch verschwindet. Wäre 



A^ 



^'^Vi **"*yi 









da:»-! ' dyM-t ' 



Vi 



Vi 



tf'~^!fn th-'y, 



daf-^ ' dar-* ' 
aber die Unterdeterminante 



y. 



= 0, 



A' = 



daf>-' ' 



Vt 



dar-* ' 



tfn 



nicht identisch Null, so wfirden die Funktionen y^, ..., y^ 
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (n — l)t» 
Ordnung 

^ ^ -■•, y 



dar-^ ' 
df-^yt 



dar-* ' 



dar-^ ' dar-* ' 



y% 






ct*-*y„ 
dar 



-» > 



y. 



= 



darstellen , welche (wegen J = 0) auch die Lösung y^yi 
besitzt. Die letztere Lösung läßt sich auf die Form 

yi='«iyj + ... + Ciiy« 

bringen, wo c,, ..., c» Eonstante sind. Eine derartige 
Gleichung ist aber ausgeschlossen. 

Wäre die Determinante A' identisch gleich Null, so wfirde 
eine entsprechende Schlußweise ergeben, daß schon zwisdien 
t/tt '••> y» ^® lineare homogene Relation besteht. 
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Wenn zwischen y^^y ..., y^ keine lineare Relation von 
der Form (7) besteht; so si^ man^ die n Funktionen y^y 
«.., y« sind linear unabhängig. 

Beispiel 1. Die allgemeine Losung der Differential- 
gleichung 

+ (« + i9a; + ya;«)y = O 

laßt sich in eine bestandig konvergente Potenzreihe von x 
entwickeln (Funktionen des parabolischen Zylinders). 
Für die beiden spezielleren Differentialgleichungen 

d^y 

und 

d^y 



dx^ 



+ a;«y = 



führe man diese Beihenentwickluns aus^ indem man eine 
Potenzreihe mit unbestimmten Koemzienten 

y = Co +. Ci a? + Ca a;« + . . • 

in die jeweilige Differentialgleichung einsetzt und die Koeffi- 
zienten der aufeinander folgenden Potenzen von x ver- 
gleicht; man berechne in beiden Fällen das Fundamentalsystem 
Viy y%y welches durch die folgenden Anfangsbedingungen 
bestimmt ist: 

yx-l, ^ = 0; y,=0, ^-1 für . = 0. 



Beispiel 2. Die Differentialgleichung 



-^ h n{n + l)y = 

oder 

hat im Endlichen die singulären Punkte x=l und x = —1. 
Sie wird durch zwei linear unabhängige Potenzreihen y^ , y^ 
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von X befriedigt, welche sicher ffir |:c|<l konvergieren. 
Unter Einführung der Anfangsbedingungen 

y.-l, ^ = 0; y,=0, ^ = 1 für . = 

hat man 

n(n+l) n(n + l)(n-2)(n + 3) 

Vv-i- 2l ^ 41 •*■' 

(«_!)(« + 2) 
^2 = « - ^T ^^'' 

_ (n-l)(« + 2)(n-3)(n + 4) „, 

I ^ I •*' • • • • 

O ! 

Ist n eine ganze positive Zahl, so bricht eine dieser 
beiden Reihen mit dem Glied mit x^ ab, und zwar y^ , wenn 
n gerade, y^ , wenn n ungerade ist In beiden Fällen wird 
die der Differentialgleichung genügende abbrechende Reihe 
(ganze rationale Funktion nten Grades) unter Hinzunahme 
eines konstanten Faktors dargestellt durch 

^-^^^- 1.2.3. ..w 
L. n(n-~l) n(n-~l)(n^2)(n-3) 1 

r 2(2n~l)^ ^ 2.4(2n-l)(2n-^3)^ •••/ 

(Kugelfunktion, Legendresches Polynom). Die 
Funktion P« gestattet die Darstellung '*') 

Vgl. § 39, Beispiel 3, wo sich auch Literaturangaben 
finden. 

§12. Bedoktion einer Unearen Düferentialgleichung 
unter Benutzung einer bekannten Lösung. 

Die lineare Differentialgleichung nter Ord- 
nung (Ä) lä£t sich unter Benutzung einer bekannten 
Lösung y = yx auf eine lineare Differentialgleichung 
(n— l)ter Ordnung zurückführen. 

*) Vgl. Schlesinger, S.S., §45. 
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Setzt man nämlich 
(8) y^Vif'dx, 

so erhält man durch wiederholte Differentiation 






de 

Ix' 

cPe 
dx^' 



d*y d»yi C df-^pi 



* d«»-« da; "*■ " • 



Setzt man diese Ausdrucke in die DIEPerentialgleiehang 
(A) ein, so verschwindet der Faktor von Jzdx, das ist die 
linke Seite von (A) für y ^ tft, und man erhält für g die 
Differentialgleichung (w — l)ter Ordnung 

dabei ist gesetzt: 



(10) 



yi 



+ ...+ („_i + l)jP,_,^+P,y^j, 
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Bilden die Funktionen a^, . . ., 0n ein Fnndamental- 
system der DiflFerentialgleichmig (9), so ist 

(11) yi, y^^Vife^dx, ..., yn^^tfij^ndx 

ein Fondamentalsystem der Differentialgleichung (A). 
Denn bestände zwischen j^^, . . . , j^» eine Relation 

CiVl + C^2 yi/^2 dX + ...+ CntfxfZndx = 

mit konstanten Koeffizienten C^y . • . ^ Gm so würde durch 
Division mit y^ und nachfolgende Differentiation die Glei- 
chung entstehen: 

Ci ^9 + . . . + Cii ^n = . 

Zwischen der Determinante A des Fundamentalsystems 
Vit • • • 9 yn von (A) und der Determinante A^ des Funda- 
mentalsystems 0^y • . . , 0n von (9) besteht die Beziehung 

(12) A = Konst y; Ji , 
Denn aus 

A = Cc"/^^**' 

folgt 

4- = #6M-^^>^^ = Konst.y? 

wegen [vgl. die erste Formel (10)] 

Ist ^8^2 ^^^ Lösung der Differentialgleichung (9) und 
setzt man 

g = g^judx , 

so genügt u einer linearen Differentialgleichung (n — 2)ter 
Ordnung mit der partikularen Losung % ; die Substitution 

u = u^jv dx 

führt auf eine lineare Differentialgleichung (n — 3)ter Ordnung 
für v; so fortfahrend^ findet man schließlich eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung mit der abhangigen 
Veränderlichen w und der partikularen Lösung Wn* Durch 
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wiederholte Anwendung der obigen Sätze ergibt sich das 
folgende Fundamentalsystem der Differentialgleichung (A): 

9n = yi/^2 ^^/«*S dx... fWn dx . 

Die Determinante dieses Fundamentalsystems kann auf 
die Form gebracht werden: 

A ==Konst.yJj8i5"^«<3"*. . . Wn. 

Bisweilen empfiehlt es sich^. die lineare Diffe- 
rentialgleichung (A) durch die Substitution 

(13) y = 0c"«/^^** 

in eine lineare Differentialgleichung mit der 
abhängigen Veränderlichen z überzuführen^ in 

welcher das Glied mit -:= r fehlt. Ist nämlich w 

eine Funktion von x und setzt man 



so wird 



y = (pz, 

ßny d*^z , dcp d^-^0 , 

dx"" ^ dx"" ^ dx da^"^ ^-' > 

l^^^'^'^'d^^^^'"' 
und die Differentialgleidbung (A) geht über in 

d^~^ z 
Durch Nullsetzen des Koeffizienten von , ^^ erhalt man 

die Gleichung 
oder 

9? = C «^ . 
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Legen wir demgemäß eine Differentialgleichung (A) 

zugrunde, in welcher der Koeffizient Pi(x) von - ^_^ 

identisch verschwindet, so nimmt die Determinante eines 
beliebigen Fundamentalsystems 

einen konstanten Wert an. 



§13. Nicht homogene lineare Diiferentialgleichung. 

Ist ein Fundamentalsystem y^, ...,yn der line- 
aren homogenen Differentialgleichung (A) bekannt, 
so läßt sich die nicht homogene lineare Differen- 
tialgleichung (2) 

vermittels Quadraturen integrieren. 
Um dies zu zeigen, setzen wir in (2) 

(14) y = Ci^i + (72^2 + • • • + Cnyn, 

WO Ci, C2, ..., Gn nicht Konstante, sondern Funktionen 
von X darstellen. Werden die Funktionen Cg , . . . , C« be- 
liebig gewählt, so läßt sich C^ aus der Differentialgleichung 
(2) bestimmen. Anstatt n — 1 der Funktionen C willkür- 
lich zu wählen, kann nian auch n — 1 Relationen zwischen 
Ci , . . . , Cn willkürlich annehmen; eine nte Relation ergibt 
sich dann durch Einsetzung des Ausdrucks (14) in die Dif- 
ferentialgleichung (2). 

Die Differentiation von (14) ergibt 

als erste der erwähnten « - 1 Kelationen föhren wir ein: 
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dann ist 

TJnter Einführung der zweiten Relation 



(15i) 
-wird 

(14^) 



difi dCi 
dx dx 



+ ...+ 



dyn d g, 
dx dx 



= 



^'y ^c^^ + .,. + a^^' 



dx^ 



dx^ 



dx^ ' 



So fortfahrend, hat man nach Einfuhrung der (n — l)ten 
Relation 



dx^-^ dx 
die Gleichung 



dx*^-^ dx 



d«-iyi 



d'^-^yn 






und hieraus ergibt sich durch Differentiation 



(14») 



d^-^yrdC^ 



+ 



dx^-^ dx 



+ ...+ 



d*'-^yndCn 



daf^-^ dx 



Setzt man die für y und die Ableitungen erster bis 
nter Ordnung angeschriebenen Ausdrücke (14), (14i), . . . , 
(14n) in die nicht homogene Differentialgleichung (2) ein 
und beachtet man, daß 



^yi, 
dx^ 



cf-^yi 



dy 



+ Pi^' + ... + P«-i^ + P-y. = (t=l,...,n) 

ist, so erhalt man als nte Gleichung zwischen C^ , . . . , Ch 
die folgende: 



dx^"^ dx 



dx^'^ dx 
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Die Gleichungen (15), (löj), ..., (15« _i) stellen n li- 
neare Gleichungen mit den Unbekannten 

dC^ dCn 

dx ^ ' " ' dx 

dar; da die Determinante der Koeffizienten der Unbekannten, 
die Determinante A des Fundamentalsystema y^y . > • , ynf 
f or keine reguläre Stelle verschwindet, so hat man 

(16) —^^—^=f,{x) (^ = 1,. .,,»), 

wo Ai die Unterdeterminante von -^ — ^ in der Determi- 
nante A darstellt. Man hat also 



X 



a a 

WO a eine beliebige reguläre Stelle ist, während c^ , •••,£» 
willkürliche Konstante bezeichnen. 

Demnach ist das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (2) 

(17) y^Pi iffi{^)dx + Ci j + . . . + yniffnix)dx + Cnj . 



Setzt man 



X 



(18) fj = yiffi {x)dx + ... + ynjfn{x)dx , 



a 



d. h. bestimmt man die n Funktionen (7l , . . . , (7« so, daß 
sie für x^a verschwinden, so ergibt sich aus den Glei- 
chungen (14), (14:i), . . . , (14n«i), daß für ä; = a 

ist. Demnach setzt sich das allgemeine Integral 

(19) y = iy + Ciyi+... + c^yn 

der nicht homogenen Differentialgleichung (2) aus dem par- 
tikulären Integral r\ der Differentialgleidbung (2) und dem 
allgemeinen Integral c^ y^ + . . . + c« y« der homogenen Dif- 
ferentialgleichung (A) zusammen. Man nennt die Gleichung 
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(A) die zur Differentialgleichung (2) gehörige reduzierte 
I>±Brerentialgleichung. 

Die beschriebene von Lagrange herrührende Methode 
zur Int^ration der nicht homogenen Differentialgleichung 
wird Methode der Variation der Konstanten genannt; 
sie besteht darin^ daß man die in dem allgemeinen Integral 
y = Ci y^ -^ . . . -[. Cnffn der reduzierten Differentialgleichung 
enthaltenen willkfirlichen Konstanten Ci, . . • ^ Un durch 
Funktionen von x ersetzt. 

Die Ausführung der obigen Quadraturen läßt sich in 
denjenigen F&llen vermeiden, in welchen ein partikuläres 
Integral y^ der nicht homogenen Differentialgleichung (2) 
ohne weiteres angegeben werden kann (vgl. § 22). Bilden 
die Funktionen tfi, ... , tfn wie oben ein Fundamental- 
system der reduzierten Differentialgleichung (A), so hat die 
nicht homogene Gleichung (2) das allgemeine Lit^ral 

y = yo + ^ yi + • • • + <^9n , 

wo Cif . . . f Cn willkürliche Konstante darstellen. 

§ 14. Übertragnng der bisherigen Sätze auf ein 
System von linearen Dlfferentialgleiehnngen erster 

Ordnung. 

Die in §§ 10 — 13 entwickelten Sätze über Uneare Dif- 
ferentialgleichungen nter Ordnung lassen sich ohne beson- 
dere Schwierigkeiten auf Systeme linearer Differentialglei- 
chungen erster Ordnung mit n abhängigen Veränderlichen 
überragen.*) 

Wir betrachten zunächst das System 

^^ = Ä^^(x)yi +... + Ai„ {x)yn , 



(B) 



dx 



-^ = Äni{x)y^ +... + A^{x)ynj 



dx 



*) Vgl. Sau vage, Th^rie g^n^ale des syst^mes d'^uations 
diff^entielles lin^ires et homogdnes\ Paris 1895 (auch Annales 
de la Facult^ de Toulouse, Bd. 8 u. 9), sowie Koenigsberger, 
Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen; Kap. 3 u. 6. 
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dessen Koeffizienten Ä^ {x)y . . . , Ä^n ipo) analytische Funk- 
tionen von X sind, welche sich in der Umgebung der Stelle 
x^ a regulär verhalten. Sind \y • • * > &n beliebig gegebene 
endliche Größen, so besitzt das System (B) eine und nur 
eine Losung y^^ . , . , yn von solcher Beschaffenheit, daß 
für a? = a 



Vi^h, 



Vh = 6/1 



wird; die* Funktionen y^y > - - y yn können keine anderen sin- 
gtdären Stellen besitzen, als die singulären Stellen der Koeffi- 
zienten Aik{x) (i, Ä = 1 , . . . , »), welche wir kurz als die 
singulären Stellen des Differentialsystems (B) be- 
zeichnen (vgl. § 10). 
Sind n^ Konstante 



61*, • • • , 6«* 
so gegeben, daß die Determinante 

611, . . . , hnl 



(Ä = 1 , . . . , n) 



^Inj • • ' } ^nn 



von Null verschieden ist, so bilden die n Losungen 

(20) yi=yik, ..., yn = ynk (ä; = 1, . . ., n), 

welche durch die Anfangsbedingungen 

yih^hkf . . . , ynk=^hk (Jfc = 1 , . . . , n) 



für x = a bestimmt sind, ein Fundamentalsystem von 
Lösungen des Differentialsystems (B); 



(21) 



A = 



yii 



ym 



yin 



Vnn 



ist die Determinante des Fundamentalsystems (20). 
Die Koeffizienten Aijt des Systems (B) lassen sich durch 
die Funktionen ya ausdrücken. Da die Gleichung 



dyi_ 
dx 



= Aiiyi +.. , + Ainyt 



§ 14. Überiaragung der bisherigen Sätze auf ein System usw. 63 
durch, die n WertflTfiteme 

befriedigt wird^ so bestehen die n Gleichungen 

= Äixyn + • • • + Äinynl y 



dyn 



dx 



dyi^ 
dx 



Aiiym + • • • + ÄnyrtM } 



aus welchen sich die n Unbekannten Än^ ... y Ain in der 
Form ergeben: 



A ' 



dabei ist 



Ä*== 



yii 



9 yk-\,\9 



dyi 
dx 



i y»+i,i^ 



' ' ' } 



ym 



yinj 



f yk-l,nf 



dyin 

dx ' 



y*+l,n i 



. . . , 



ynn 



die Determinante ; welche aus A dadurch hervorgeht^ daß 

man die Ate Kolonne yjn, . . . , y%n durch -J^, . . . , -j^ 
ersetzt ^ ^^ 

Die Differentiation der Determinante A ergibt 



dA 
dx 






es ist also 



und 



«=1 l^l 



(22) 



A = Ce 



X 



dx 
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wo die Konstante C den Wert von A an der Stelle x^a 
darstellt. Aus diesem Ausdruck erkennt man^ daß die 
Determinante A an keiner regulären Stelle ver- 
schwinden kann. 

Bilden die n Losungen 

Vllti - ' - } ynk (^ = 1 ^ • • • } ^) 

des DifiTerentialsystems (B) ein Fundamentalsystem ^ so läßt 
sich jede Lösung 

von (B) auf die Form 

fyi = <7iyii + . . . + Cnyi» , 


bringen, wo C^y ...y Cn Konstante sind. Umgekehrt 
stellen, wenn Ci, , . . , Cn Konstante sind, die durch die 
Gleichungen (23) bestimmten Funktionen y-^y • • - , yn eine 
Losung des Differentialsystems (B) dar. Die Gleichungen (23) 
stellen die allgemeine Lösung von (B) dar, wenn man 
(^i> ' - ' } ein als willkürliche Konstante auffaßt, dagegen 
eine partikuläre Lösung, wenn man den C bestimmte 
Zahlenwerte beilegt 

Zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 

yikf •••> Vnk (i = l,...,n) 

kann kein Gleichungssystem 

Ciyii + . . . + CnyiH = , 
(24) 



. Ci ynl + . . . + Gm Vnn = 

mit konstanten Koeffizienten C^y . . . , Cn bestehen, um- 
gekehrt bilden die n Losungen 

yi = yiky . - , yn^ynk (* = !,...,») 

des Systems (B) ein Fundamentalsystem, wenn kein Glei- 
ohungssystem von der Form (24) mit konstanten Koeffi- 
zienten besteht. 
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Wir beweisen den weiteren Satz (vgl. § 12): 

Das Differentialsystem (B) läßt sich^ wenn eine Losung 

yi = ^1 * • • • > yn = Vn 
bekannt ist, durch die Substitution 

(26) ^i^yi-^y», ..., i?».i = »H-i-^yn 

auf das System 

(26) j^^BnZi + ... + Bi^n^tgn^t (t-1, . . . , n-1) 



zurückführen, worin 



Vi 



Ba^Aik — A^k^ (t, *=1, ...,n — 1) 

ist 

Es ist nomlich 



dx 



? dx t/n dx t/n \dX fjn dx) 



= ^1*1 + • • •+AinVn (^1171 + . . . +-4,«12m) 

Vn 

Vn{ Vn J 

w. z. b. w. 

Ist ein Fundamentalsystem 

tfiMf • • • > y«» (Ä «■ 1 , . . . , n) 

des Systems linearer homogener Differentialgleichungen (B) 

Hörn, GewOhnliehe DUterentialgleiehungen. 5 
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bekannt, so läßt sich das System linearer^ nicht homo- 
gener Differentialgleichangen 

(27) ^ = A4i(x)y^ + ... + Ä,n(x)yn + Fi{x) (i = l,...,n) 

durch Quadraturen integrieren. 

Nach der Methode der Variation der Konstanten er- 
setzen wir die in der allgemeinen Lösung des reduzierten 
Systems (B) 

y. =- Citfii + . . . + CnViH (i = 1 , . . . , w) 

enthaltenen willkürlichen Konstanten (7^ , . . . , Cn durch 
Funktionen von Xf welche wir so bestimmen^ daß das 
Differentialsystem (27) befriedigt wird. Es ist 

durch Einsetzen in das System (27) unter Berücksichtigung 
der Gleichungen 

-^ = Ai^yn + . . . + Ainyni , 



^'- = ^iyin+... + ^ny« 



erhalt man 

^•''d^+*" + ^'*"d^^ '^"^^ (t = l, ...,n). 

Da die Determinante A an jeder regulären Stelle von Null 
verschieden ist, berechnet man daraus 

und 

Gi=lfi{x)dx + C^, ..., Cn=lfn{x)dx + Cn, 
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wo c^f , , .j Cn willkürliche Konstante sind. Die allgemeine 
Losung des nicht homogenen Systems (27) ist demnach 

Vi = Vii f jfi{x)dx + CiJ + . . . + yin{jfn{po)dx + Cn\ 

(f = 1 , . . . , n) . 

Aufgabe. Man integriere das System linearer Diffe- 
rentialgleichungen 

dx ^ 

di^^' 

dz 

vermittels bestandig konvei^nter Potenzreihen von t . 

Durch Elimination von y und z leite man eine lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung für x her und be- 
achte^ daß dieselbe die singulare Stelle ^ = besitzt, wahrend 
^ = eine reguläre Stelle des obigen Systems ist. 



III. Abschnitt. 



Lineare Snbstitationen.*) 



§ 15. Transformation einer linearen Snbstitntion« 
Die lineare Substitution 






ffihre die n Großen y^, ..., y« in die n neuen Größen 

fyi = «11^1 + - •• + «!«»«, 
^ 

Über, Wir bezeichnen die Gleichung nten Grades mit der 
Unbekannten co 



(2) ^(fl>) = 



«11 — 0), «12 , 

»«1 f 022 — CO, 



' ' • f 
. . . , 



«1« 







als die Fundamentalgleichung der Substitution S. 



*) In diesem Abschnitt werden algebraische Sätze abgeleitet, 
welche im folgenden wiederholt Anwendung finden, und zwar 
1. im y. und IX. Abschnitt zur Untersuchung des Verhaltens 
der Integrale einer linearen Differentialgleichung; 2. im lY., YL 
und Xn. Abschnitt zur Vereinfachung von Differentialsystemen. 
Die im gegenwärtigen Abschnitt dargelegte Methode zur Her- 
stellung der kanonischen Form einer Imearen Substitution ist in 
Verbindung mit der zweiten Anwendung von C. Jordan (Comptes 



V 
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Vermittels einer linearen Substitution T führen wir an 
Stelle von y^j . . . , y^ die Grofien 

• • • 

ein; durch dieselbe Substitution T werden yi ^ . . « 9 yn hi 



f^n = ymyi + . . . + ynnVn 

Übergeführt Die Determinante 

yiif • . • 1 yin 



ynl 9 • • • } ynn 

sei von Null verschieden. Bezeichnet man die durch F 
dividierte Unterdeterminante des Elementes ya in der Deter- 
minante r mit ya, so ist 



Die Substitution^ welche sf^ , , . . , g» in y^ ^ . . . , yn über- 
führt, wird als die inverse Substitution von T mit T"^ be- 
zeichnet. Es ist 



yli > • • • ; ynl 



yin, 



' f 



ynn 



1^ 



rendus, Bd. 78, S. 787) entwickelt, in Verbindung mit der ersten 
Anwendung von Hamburger (Grelles Joum., Bd. 76) dargestellt 
imd von Oasorati (Gomptes rendus, Bd. 92 , S. 175 u. 238) mit 
Bücksicht auf die Weierstraßschen Elementarteüer (Berliner 
Monatsberichte, 1868) ergänzt worden. Vgl. die Darstellung bei 
Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen. — Übrigens könnte für unseren Zweck auch die 
Theorie der bilinearen Formen (WeierstraB, Berliner Monatsb^., 
1868; Werke, Bd. II, S. 19) ohne weiteres benutzt werden. Vgl. 
Weierstraß (Werke, Bd. II, S. 75), Sauvage (s. Zitat § 14), femer 
Muth, Theorie und Anwendung der Elementarteiler. 
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Wendet man auf z^, - - - , iSn nacheinander die Sub- 
stitutionen jT-^, 8f T an, so erhält man nacheinander 
die Großen y^^ y Vn] yi, ", Vn; Af -"> ^n', die 
Substitution 



S^ 



?1 > . . . j ^n 
\,^1 i ' ' ' 9 ^« 

ist also aus den Substitutionen T-^, 8, T zusammengesetzt: 

Man sagt, S gehe aus 8 durch Transformation 
mit der Substitution T hervor. 

Ersetzt man in den Gleichungen (4) ^^ , . . . , ^m durch 
die Ausdrücke (1), so erhalt man 



(6) 

wo 

(7) 



^1 = ^1 yi + • • • + ^UiVn y 



^n = dniyi + • • • + dnnVn , 



ist. Setzt man weiter in den Gleichungen (6) für y^, . . ., 
Pn die Ausdrucke (5) ein, so erhalt man 



(8) 



% = ^1 ^1 + • • • + &1» ^n > 



^n = 6h1 ^1 + • • • + inn^n y 



wobei 

(9) lik = du yifci + . . . + din yi« 
gesetzt ist Die Gleichung 

(10) JB(a>) = 



Kl} 



hnn — CO 



= 



ist die Fundamentalgleichung der Substitution 8^, 
Wir zeigen, daß für alle Werte von co 

B{(o) = Ä{(o) 



§ 15. Transf<»inaiion einer linearen Substitution. 
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ist, daß also die Fundamentalgleichung einer Sub- 
stitution S nicht geändert wird, wenn man die 
Substitution 8 durch eine transformierte Sub- 
stitution S' ersetzt. 

Nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten ist 
mit Eücksicht auf (7) 



yii 



Yv 



Ynl, 



Ynn 



an — (o 



ani 



ax 



H } 



^1 — yii ö> > "-y 



• • • > ^nn 

din — Ymco 



ttnn — O) 



femer ist mit Bücksicht auf (9) 



6ii — o) , . . . , 



dnn—YnnO) 



hu 






Kif 



• • • 9 ^nn Ö> 



^1 — yil Ö> > • • • > din — yin CO 



Yiif 



Yln 



Ynli • • • > /n 



nu 



Unter Benutzung der Bezeichnung 

D(o>) = \dn — yaa}\ (i, * = 1, . . ., n) 

schreiben sich die beiden letzten Gleichungen: 

(11) D{(o)^A{(o)r, 

(12) B((o) = D((o)r\ 

Durch Verbindung der Gleichungen (11) und (12) 
erhalt man 



oder, da 

ist, 
(13) 



B{to) = A(to) rr 

B{co) = u4(o)) . 
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§ 16. Kanonisclie Form einer linearen Substitution im 
Falle einfacher Wurzeln der Fundamentalgleichung. 

An Stelle von y^^ . . . 9 y«» führen wir gewisse lineare 
Verbindungen Y^ , . . . , Yn ein, welche eine möglichst ein- 
fache Substitution erfahren ^ wenn die Grofien y^y . . . , y« 
der Substitution (1) unterworfen werden. 

Zunächst suchen wir n Konstante y^y . . . ^ y^ so zu 
bestimmen, daß die Funktion 

(14) Y= YiVi +'"+Ynyn 
die Substitution 

(15) T== o) Y 

erleidet 9 wo <o eine noch zu bestinmiende Konstante dar- 
stellt Es soll also 

yi^i + • • • + Ynyn = o>(yiyi + • • • + y«y») 

sein oder, wenn man y^^ . . . 9 y» nach (1) durch y^ , . . . , 
y^ ausdrückt, 

n (^lyi + . . . + «my«) + . . . + yn(a«iyi+ . . . + Onnyn) 

— ^(yiVi + . . . + ynyn) = . 

Durch Nullsetzen der Koeffizienten von y^ , ^3 , . . . , yn 
erhalten wir die n Gleichungen : 



(16) 



' («11 — Ö>) yi + Oji 72 + • • • + «nl yn =- , 

«12 yi + («22 — ö>)y2 + . • . + amyn = , 

. «In yi + »an ys + • • • + (a»H — co) y« = . 



Damit diese Gleichungen durch Werte yi , yg > • • • » y« 
befriedigt werden, welche nicht sämtlich verschwinden, ist 
notwendig und hinreichend, daß co eine Wurzel der Funda- 
mentalgleiclmng (2) ist 

Ist CO eine einfache Wurzel der Fundamentalgleichung, 
so können die Unterdeterminanten ^«(co) der Diagonal- 
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glieder o^«- — o> (» » 1 , 2 , . . . ^ n) der Determinante ä(q}) 
nicht samtlioh verschwinden; denn sonst wäre 



dÄ((o) 
d(o 



-^ Mo) = 



d. h. CO wäre eine mehrfache Wurzel der Gleichung Ä{(o)^0. 
Ist z. B. 



AiH = 



— (O 



• • 9 



ttui 



a%n f • • • > fl^nn — CO 

von Null verschieden^ so sind durch die Gleichungen 

«12 yi + («22 — Ö>) 72 + • • • + 0**2 yn =- , 
«in/l + »»,»72 + . . . + Kn — CO)yn = 

die Größen 7^2 > * * * ^ ^n bestimmt , nachdem man Yi will- 
kürlich angenommen hat. 

Wir nehmen zunächst an, die Fundamentalgleichung 
habe n verschiedene Wurzeln coi , . . . , co» . Ede Glei- 
chungen (16) werden 9 wenn man co = coi setzt, durch die 
Werte 

yi = y.i , . • . , yn = ym 
befriedigt Dann werden die n Großen 

(17) Ti = y.iyi + . . . + y,„y» (» = 1 , ...,.») 
infolge der Substitution (1) in 

(18) Y, = ü>, Y, 

übergeführt 

Die Determinante 



r= 



Yll9 



Ym 



ym 



Ynn 



ist von Null verschieden. Denn im Falle r[ == würde 
zwischen Y^y . . . , Yn eine lineare Relation 



74 



in. Abschnitt. Lineare Substitutionen. 



bestehen. Eine solche Relation ist^ wenn man die Aus* 
drücke (17) einsetzt, identisch in ^^ , . . . , ^m erfüllt; sie ist 
also auch erfüllt, wenn man auf ^^ , . . . ^ y^ die Sub- 
stitution (1) oder auf 7^ , . . . , Yn die Substitution (18) an- 
wendet. Durch wiederholte Anwendung der Substitution (18) 
erhalt man die n Gleichungen 

C^ Yi -\- ...-{- Cn Yn ^^ , 

0)1 Ci Fl + . . + coh c„ r« = , 



(O'i 



n-l 



C,Y,+.., + COr'CnYn==0, 



welche nur dann zusammen bestehen können, wenn die 
Determinante 

1 , • • • j -*- 



Ö>1 



(Oi 



(Ol , 



(O 



n-l 
n 



verschwindet Diese Determinante, welche gleich dem 
Produkt der Differenzen der n Größen cüj , . . . , co« ist, ist 
aber von Null verschieden, wenn die n Wurzeln co^ , . . . , con 
der Gleichung (2) voneinander verschieden sind. 

Wir haben den Satz: 

Eine lineare Substitution (1), deren Funda- 
mentalgleichung (2) lauter verschiedene Wurzeln 
(Ol, ..., CUM besitzt, läßt sich auf die folgende 
kanonische Form transformieren: 



(18) 






Yi =-(OiYi, 



Yn = (On Yn 



§ 17. Elementarteiler der Deterndnante A(o}). 

Die Gleichung A((o) =» habe die ^fache Wurzel a> = a>o , 
so daß die Determinante Ä{(o) durch die Ute, aber durch 
keine höhere Potenz von co — a>o teilbar ist. Wir nehmen 
an, {(o — (Oq)^ sei die höchste Potenz von a> — (On* durch 



9 



welche sämtliche Unterdeterminanten (n — l)ten Grades von 
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A((o) teilbar sind, (a> — q>o)^ die höchste Potenz, durch 
welche sämtHche Unterdeterminanten (n — 2)ten Grades, usw., 
(o) — a)o)^-idie höchste Potenz, durch welche sämtliche Unter- 
determinanten {n'-v+ l)ten Grades teilbar sind, während 
mindestens eine Unterdeterminante (n — 9')ten Grades von 
A{co) für ö) = a>o einen von Null verschiedenen Wert haben 
möge. Dann ist, wie wir sogleich sehen werden, 

l>li>h>''>l-i>0 . 
Wenn wir 

setzen, so ist 

(ö) — coqY = (ö> — a>o)*' {co — Cüo)** . . . (o) — (Oq)^ . 
Die Größen 

(ö) — o))*^ , (ö> — (Wo)'« > . . • , (ö> — a>o)*^ 

werden nach Weierstraß *) als Elementarteiler der 
Determinante Ä{a)) bezeichnet. 

Die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
ergibt sich so. Der Differentialquotient Ä^{(o) der Deter- 
minante Ä{a}) ist eine Summe von Determinanten (n — l)ten 
Grades; sind diese sämtlich durch {co — coqY^^ teilbar, so 
enthält A{(o) denselben Faktor und Ä{€o) den Faktor 
(o) — ö>o)'i"*"^ , so daß ü ^ ?i + 1 , also ü — üj > ist. Usw. 

Wir geben ohne Beweis an^ daß auch 

oder 



ist. 

Die Determinanten Ä{co) und B{(o) stimmen 
in den Elementarteilern überein. 

Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir, daß eine 
Unterdeterminante Aten Grades (A = 1 , 2 , . . . , n — 1) von 



*) Weierstraß, Zur Theorie der bilinearen und quadra- 
tischen Formen (Monatsberichte der Berliner Akademie, 1868; 
Werke, Bd. II). 
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B{co) eine lineare homogene Funktion von Unterdeterminanten 
Aten Grades von A{co) ist. Aus der Gleichung (12) folgt, 
daß eine Unterdeterminante Jlten Grades von B{co) als 
Summe erscheint, von welcher jedes Glied ein Produkt aus 
einer Unterdeterminante Aten Grades von D{co) und einer 
Unterdeterminante Jlten Grades von F' ist. Mit anderen 
Worten^ eine Unterdeterminante Jlten Grades von B(co) 
ist eine lineare ^homogene Funktion von Unterdeterminanten 
Jlten Grades von D{(o). Aus der Gleichung (11) folgt 
ebenso^ daß sich jede Unterdeterminante Aten Grades von 
D(co) als lineare homogene Funktion von Unterdeterminanten 
Jlten Grades von Ä{(o) darstellen läßt. Demnach kann eine 
Unterdeterminante Jlten Grades der Determinante B{co) als 
lineare homogene Funktion von Unterdeterminanten Jlten 
Grades der Determinante Ä(co) dargestellt werden. 

Ahnlich erkennt man^ daß sich jede Unterdeterminante 
Aten Grades der Determinante Ä{(o) als lineare homogene 
Funktion der Unterdeterminanten Aten Grades der Deter- 
minante B{(o) darstellen läßt. 

Sind nun sämtliche Unterdeterminanten (n — x) ten 
Grades von Ä{(o) durch (co — coo)'" , aber durch keine 
höhere Potenz von co — coq teilbar, so sind auch alle Unter- 
determinanten (n — x)ten Grades von B((o) durch (co — cdo)'** 
teilbar; wären sie durch eine höhere Potenz von ö> — ci>o 
teilbar, so müßte diese höhere Potenz auch in allen Unter- 
determinanten (n — x)ten Grades von Ä{(o) als Teiler ent- 
halten sein, was von vornherein ausgeschlossen wurde. 

Damit ist nachgewiesen, daß die Determinante B{co) 
dieselben Elementarteiler besitzt wie die Determinante Ä{co). 



§18. Transformation einer linearen Snbstitation im 
Falle mehrfSücher Wurzeln der Fundamentalgleichung. 

In § 16 wurde die durch die Gleichungen (1) definierte 
lineare Substitution S unter der Voraussetzung, das sämt- 
liche Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) verschieden 
sind, auf eine einfache kanonische Form gebracht. Wir 
führen jetzt eine entsprechende Untersuchung für den Fall 
durch, daß die Fundamentalgleichung mehrfache 
Wurzeln besitzt. 
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Die DetermiDante A {(o) sei durch (cd — coo)' ? aber 

durch keine höhere Potenz von co — coq teilbar. Es trete 

X^-maX der Elementarteiler (co — cdqY , 



^- ff ff ff {(O — COqY 

auf, wo liy i^f - ' - , i>$ ganze positive Zahlen oder Null 
sind; welche die Bedingung 

erfüllen. Wir setzen 

/ « -^2 + • • • + ^ ^ 



80 daß 

ist. Die Anzahl derjenigen Elementarteiler der Determi- 
nante A{(o), welche Potenzen von co — coq sind, ist v. Für 
CO = coq verschwindet die Determinante Ä (co) nebst sämt- 
lichen Unterdeterminanten (n — l)ten, . . . , {n — v + l)ten 
Grades, während sicher eine Unterdeterminante (n — v)ten 
Grades von Null verschieden ist*) Mit anderen Worten, 
das System der n^ Größen 

(hl — ^0 1 • • • > ^1» 



ist vom Bang n-- v; d. h. es verschwinden alle aus diesem 
System gebildeten Determinanten {n — v + l)ten Grades, 
wählend mindestens eine Determinante (n — 9')ten Grades 
von Null verschieden ist. 
Soll der Ausdruck 



*) Die Zahl y hat also hier dieselbe Bedeutung wie in § 17. 
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die Substitation 

erleiden^ so mfissen yi, - - - , yn iiach § 16 den Gleichungen 

f Kl — ö>o) n + • • • + «».1 y« = , 

(19) 



. «inyi + . . . + (ötftH — a>o) yn = 

genügen. Ist z. B. die Determinante (n — v)ten Grades 



ötv+l,y+l — Ö)o, 



^y+1,1 



a, 



*,v+l 



f . . . j ^NH 



o>o 



von Null verschieden^ so ergeben sich y^+i, . . . , y« als 
lineare homogene Funktionen von yu - - * , y^; wir schreiben 



(20) 



Setzt man 



yv+i — Cy+i,iyi + • • • + Cv+i,vyy f 



yH = Cniyi + . . . + Cnv yy . 



f «1 = ^1 +<V+l,iyy+l+... + C»iyn, 



(21) 

so ist 

(22) 

mit den willkürlichen Konstanten y^, . . . , y^ die allgemeinste 
lineare homogene Funktion von y^ , . . . , y„ , welche durch 
die Substitution 8 ia cdqU übergeftihrt wd*). 
Die n Größen 



, Uy yy -f- Cy+l^y 1^»,+ 1 "t" ' * ' 4" ^HV^fn } 



u^Yi^i +--- + yrWv 



(23) 



tf^ , • • • > W|»^ y^+i > 



> :fn 



y* 



*) Entsprechen der Wurzel coq lauter einfache Elementar- 
teiler von Ä(€o), so ist e = l,l = v = X^; nach Ermittlung der 
V Größen «^ , • . . , t«v ist die r-fache Wurzel a>^ erledigt. Das 
Weitere kommt nur fOr mehrfache Elementarteiler in Betracht. 
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erfaJbren die Substitution 



Uy ^= COoUy f 

(24) { yy+i = at+i,iMi + . . . + (fy^l,vUr + (^y+hy+ltfv-^l + • • • 

^ yH = Öt{nf*i4-- • • +0fnvtly + an,y+lPy+i + > . . +annyn • 

Nach § 17 kann die Determinante A{o}) aus den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (24) ebensogut wie aus den Koeffii* 
zienten der Gleichungen (1) gebildet werden; es ist also 

(25) Ä{(o) 



<Ot 



(O y . . ., f 



0, 



..., 



0, ..., ö>Q — CO , f ...,0 

^+1,1 > •••> (»v+l.vf ^y+l,y+l — O), ..., Ar+l,i 



ant 



= (ö>o — <oTA\(o) , 



O^i 



(O 



wo 



Äv+l,r+l — Ö> 



• } öfcj'+lii 



(26) ^'(ö)) == 

ist. Die Determinante (n — 9')ten Grades Ä'{(o) enthalt den 
Faktor (co — coo)'"*'; nach einem Satze von Casorati, dessen 
Beweis in § 21 nachgetragen wird, enthält sie jeden Ele- 
mentarteiler in einem um 1 geringeren Vielfaohheitsgrad 
als die Determinante Ä{co); es tritt also in A\(o) 

Ag- mal der Elementarteiler (co — coq)^ , 



^«"" yy 



W 



yy 



(fl> - (üo)-^ 
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aul Die Anzahl der Elementarteiler der Determinante A\(o)j 
welche Potenzen von o) — cd© sind, ist^ +Jl|4---- + ^ = v'- 
Für CO = a>o verschwindet die Determinante A{(o) nebst 
ihrenUnterdetenninanten(n— y— l)ten, . . .,(n— v— i/-|-l)ten 
Grades, während mindestens eine ünterdeterminante vom 
Grad n — r — v' von Null verschieden ist; es sei z. B. die 
Determinante {n — v — v')ten Grades 



^+»''+l,»+»'+l — ö>o 



, Ar+r'+l,M 



nicht Null. 

Der Ausdruck 



• • * > öt„H Ö)q 



wird durch die Substitution 8 übergeführt in 

+ (at+l,r yt+l + . . . + «Jir yi) «*y 
+ K+l,»/y+l + . • . + aJmyyyn • 

Soll V gleich der Summe aus (Oq v und einer Unearen homo- 
genen Funktion von ti^y . , . y u^ werden, so muß die zweite 
Zeile des obigen Ausdrucks für v mit coot; übereinstinmien, 
es müssen also 7^+1, . . . , yn den Gleichungen genfigen: 



(27) 



(aC+i,y+i — a)o) yj+i + . . . + ai,r+i yi = , 



a;+i.H yC+i + . . . + «n — ö)o) yi = • 



Hieraus ergeben sich y^+y'+i , . . . , ^m als lineare homogene 
Funktionen von yC+i, . . . , yj+»/: 



(28) 



' yC+»'+l = Ct+r'+l,v+l yC+l + • • • + Cv+»'+l,»+»'yy+r' > 



y» = ci,»+i y»+i + • • • + ^,»+»'y»+»' • 
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Setzt man 



(29) 



. t7y' =■ J/y+y' + Ct+y'+l,r+v'yy+v'+l + • • • + (it^y+v'tfn y 



SO ist die allgemeinste Funktion Vy welche die oben an- 
gegebene Eigenschaft besitzt^ dargestellt durch 

(30) V = yJ+iVi + . . . + y;+r'Vv' 

mit den willkürlichen Konstanten Yy+i, . . . , /y+y'. 

Die Substitution 8 führt die Größen v^, . . . , v über in 

\ = CÜO Vi + 9?1 (Wl , . . . , Uy) y 



Vy^ = a>o Vy' + ^'v'K ; • • • > Wv) , 

wo 9?! ; . . . I 97y' lineare homogene Funktionen von ti^, . , . ,tiy 
sind. Zwischen 97^ ^ . . . , 9?^/ kann keine lineare homogene 
Belation mit konstanten Koeffizienten bestehen. Denn wäre 

C^q^i + . . . + Cy' 9?y' = 

für alle Werte von ti^y . . . , Hy, so hätte man 

es wäre außer den v Funktionen t^, . , , , Uy noch eine 
weitere Funktion Ci % + . . . H- Gy^Vy^ vorhanden, welche in- 
folge der Substitution 8 mit coq multipliziert wird; dies ist 
jedoch nicht möglich. 

Da q)i, . . . , q)y^ durch die Substitution S in coQq)^ , . . . , 
coq q>y* übergeführt werden^ so kann man u^ statt cp^y . , . ,Uy^ 
statt 9?v' schreiben, so daß die v'^v Größen v^ , . . . , Vy' in 

^1 = o>o^i +%> 



Vy' = (Oq Vy' + i^y' 

Übergehen. 

Wir haben jetzt die n Größen 

(31) ^1 , * . . . , Uyy V^y . . . , Vy' , J^y + y'+l , • • • , ffn} 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 6 
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welche die Substitution erfahren: 

Ml = ö>o «1 , 



(32) 



Vi «= tt)o t?i 4- fii , 



4" öt||,,+y'+iy,+v'+i 4" • • • "f" Oitntfn • 

Aus den Gleichungen (32) ergibt sich 
(33) Ä(co) = (cöo - ö>)''+*''^"(a>) ; 

die Determinante 



(34) 4"(a>) = 



^r+r'+ljr+v'+l — Ö>> • • • j ^H-v'+l,» 



hat nach dem Casoratisohen Satze 

jl|- mal den Elementarteiler (a> — ö>o)^ ? 



V ^> 



» 



w 



(ö) — tt)o)'-* , 



im ganzen 1/'== jlg + . . . + Jlj Elementarteiler. 
Soll der Ausdruck 

dnrch die Substitution 8 in 

f^ = coo w' + V (% f ' " f ^v> ^1) . . • > V) 
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übei^eführt werden, wo \p eine lineare homogene Funktion 
der u und v darstellt, so müssen y%y*^i, . . . , ^' den Glei- 
chungen genügen: 



Es sind v" lineare homogene Funktionen w^^ . . . , «^^^ von 
y^+y'+i , . . . ; ^n so vorhanden, daß die allgemeinste Funk- 
tion w in der Form erscheint: 

Die Größen w^y . . . , ü;,'/ gehen infolge der Substitution 8 
über in 

i^i = CÜo Wi + V'l (Wl , . . . , W,, , Vi , . . . , t7y') , 



WO Y^i ^ . . . , yfy^' lineare homogene Funktionen von % , . . . , 
t«y , t?^ , . . . , t;,' sind^ zwischen welchen keine Relation von 
der Form 

^1 Vi + • • • + Cy'^yj'/' =* (pifhy • • • j Wy) 

bestehen kann^ wo q) eine lineare homogene Funktion von 
Ui, . . . ; Uy darstellt. Denn eine solche Relation würde die 
Gleichung nach sieh ziehen: 

Cl W?! + . . . + Cy'^Wy*' 

= tt)o(Ci M?! + • • • + Cy^'Wy»)'\- q>(u^3 . . . , w,) ; 

Ci M?i + . . . 4- Cv"M?y" würde ein weiterer Ausdruck seia, 
welcher das Verhalten der Größen v^j . . , , Vy^ zeigt, was 
nicht möglich ist. Die Größen xp^^ . . . , %py» zeigen bei der 
Substitution 8 dasselbe Verhalten wie die Größen t;. Wir 
können daher %p^j . . . , yfy^^ durch t;^ , . . . , Vy** ersetzen, so 
daß w^y . . . , Wy^' in 

i/Oy'' = (Oq Wy" + Vy» 

fibergehen. 

6* 
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Setzen mr dieses Verfahren fort, so treten an Stelle 
der Grofien tfi, - - • , tfn die folgenden linearen homo* 
genen Verbindungen dieser n Gröfien: 



, Wr" ; 



(37^^' "' ^' ^^' *"' ^*^' ^^' ' 
dabei ist 

und 

V + •+ /'+ . . . + v('-i) = l . 

Infolge der auf tfi, - - - , Ifn angewandten Sub- 
stitution S gehen die n Größen (37) über in * 

üi = coqUi , . . . , üy = (OQUv; 

t?! = cüo t?! + t*i , . . . , Vy' = (Oq Vy' + Wy' ; 
(38) ^ «^1 == ö>o M^i + t?i , . . . , Wy" = ö>o w?y" + V'j 

^ = ö)o ^ + ^1 > • • • > ^(*-i) = ö>o M«-i) + Sy{4-i) . 

Wir können die transformierten Größen u, v, w, . , , , t 
folgendermaßen den Elementarteilem der Determinante Ä{(o) 
zuordnen. Den A, = v(*-i) ß- fachen Elementarteilern ent- 
sprechen die Größen 

welche in 

üc = ö)o w<% , «^« = COq Vcc + U^f i^fl, --= ö)o w'« + V« , . . . , 

h = ö>o ^a + 5<x 

übergehen^ usw.; den ^ = i/— i/' zweifachen Elementar- 
teilem entsprechen die Größen 

u^, Va (a = v"+l, ..., »0^ 

welche in 

W« = Ö)o ^« ^ ^« = <«o «^« + w« , 
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und den A^ = v -~ i/ einfachen MementarteQem die Gröfien 

Ua (« = •+ 1, ..., v), 

welche in 

M« = Ö)o «*« 

abelgeführt werden. 

§ 19. Kanonisehe Form einer beliebigen linearen 

Snbstitation. 

Die Ergebnisse des vorangehenden Paragraphen mögen 
jetzt in anderer Bezeichnung dargestellt weroen. 

Die der linearen Substitution 8 entsprechende 
Determinante A{co) habe die Elementarteiler 

wo 

ist; die Großen co^, co^, ..., Q>m brauchen nicht sämtlich 
verschieden zu sein. 

Wir transformieren die Substitution 8 vermittels einer 
linearen Substitution T, welche die Größen y^, ,.., tfn ^ 
die neuen Größen 

Überführt; diese zerfallen so in m Gruppen, daß dem jU<-&chen 
Elementarteiler (cd — co^Y* die jU<-gliedrige Gruppe 

entspricht. Die transformierte Substitution 

Q, l^llt •••> J^lffix) •••5 ^ml} •••> J^tnff*m\ 

wird durch die Gleichungen dargestellt: 

Yn = (OiYii , 
(40) \ ^««-^^'^'a + r,!, (i = l,...,m) 
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Wir bezeichnen diese Substitution S^ als kanonische Form 
der Substitution 8. 

Einem /i-&ichen ElementarteUer (a> — (Oq^ der Deter- 
minante Ä((o) entsprechen also in der kanonischen Form 
/i Größen Y^, T2 , . . . , 3^ , welche in 

ri = ö>o^iy Y^^coqY^ + Yi, ..., Yf^ = cüQYf^ + Yf^^i 

übergeführt werden. 

Hat die Determinante Ä{(o) lauter einfache Elementar- 
teiler 

CD — 0)^ , . . . , (O — COn y 

wobei (o^, ... , COn nicht sämtlich verschieden zu sein 
brauchen, so wird die kanonische Form der Substitution 8 
durch die Gleichungen dargestellt: 

Yi = (Ol Fl , . . . , Yn= COnYn» 

Für den Fall, daß die Wurzeln co^, . . ., ce)„ der Funda- 
mentalgleichung Ä{co) = sämtlich verschieden sind, ist 
dieses Resultat bereits in § 16 bewiesen worden. 



§ 20. Benntzung der bisherigen Sätze znr Tereinfacliniig 

YODL Differentialsystemen. 

Von der in den vorangehenden Paragraphen behandelten 
Theorie der Transformation linearer Substitutionen haben 
wir öfter Gebrauch zu machen, um ein System von Diffe- 
rentialgleichungen zu vereinfachen. 

Wir beginnen mit einem System linearer DiSerential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten: 

= dnyi + . . . + o^mVn y 



(41) 



dx 



dx 



= ««lyi + • • • + CLHnVn ' 



Wir setzen 



(42) 



m^ 



an 



ö^nl 



• ? 



ai, 



ann — r 
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Die Determinante f{f) habe zunächst die einfachen 
Elementarteiler 

T — fj, •••9 ^ ^n } 

wobei r^ , . . . , r» nicht notwendig verschieden sind. Die 
lineare Substitution 8y welche 



in 



Vi 7 



3 Vn 

dyn 



dx dx 

überführt, kann auf die kanonische Form gebracht werden: 

idY^ 



(43) 



dx 



=nr,, 



dYn 

dx 



TnTn. 



Dabei sind Y^, . . ., Yn gewisse lineare homogene Funktionen 
von y^f . . . y ^M 9 deren Koeffizienten von x nicht abhängen^ 

^ ** dieselben linearen homogenen Funk- 



so daä 



tionen von 



dx' '"' 
dyi 



dx 



dy 



» _• 



sind. 



teuer 
wobei 



dx dx 

Hat die Determinante f{f) die mehrfachen Mementar- 



sein muß^ wahrend r^ , - - - , r^ nicht notwendig verschieden 
sind^ so lassen sich die Differentialgleichungen (41) auf die 
folgende kanonische Form bringen: 

dYn 



(44) 



dx 

dYjt 
dx 



TiYn , 



== ^iYi% + ^i^ 



(t = 1 , . . . , m) 



dx 



= nT;,;i, + '^i,fii-i ; 
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die neuen Veränderlichen 

(45) Yn, Ti2, ..., r^,^, (t = l,...,m) 

sind lineare homogene Funktionen von y^ ^ • • • 9 y» tnit kon- 
stanten Koeffizienten. 

Im sechsten Abschnitt betrachten wir das System 
linearer Differentialgleichungen 



(46) 



^■^ = 5ßii(a:)yi + . . . + ^in{x)yn . 



dy^ 



X-ß = ^nl{x)yy + . . . + %n{x)yn , 

wonn 

%i(x) = an + cdax + a'/kX^ + . . . (f , * = 1 , . . . , n) 

eine Potenzreihe von x ist Hat die nach Formel (42) ge- 
bildete Determinante f{r) die Elementarteiler 

so läßt sich das Differentialsjstem 

dyi 



(47) 



X 



dx 



öiiyi + • • • + «i«yn* 



X 



dyn 
dx 



= «niyi + - • • + öwiiy« 



dadurch^ daß man vermittels einer linearen Substitution T 
neue abhängige Veränderliche (45) 

Yap Yi%) ..., ^4,H (t«=l,...,m) 
an Stelle von y^, * . - , yn einführt^ auf die Form bringen: 

dTn 



(48) 



X 



X 



dx 

dTi% 
dx 



= TiYa , 



TiYit + ^ii > 



(i = 1 , • . . ^ ni) 



X z = ^i^i.lAi + ^ii/ii-l • 



(7a; 
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Man erkennt dies^ indem man beachtet^ da£ die Systeme 
(47) und (48) aus den Systemen (41) und (44) dadurch her- 

voi^ehea, daß man^r durch logrr und demgemäß ^ durch 

x~- ersetzt Durch dieselbe lineare Substitution T geht 
ax 

das Differentialsjstem (46) über in 



(49) 



X 



dx 
dx 



— ^iYi2 + Yii + • • • > 



(t ■« 1 , . . • ) w) 






X 



dx 



wo an Stelle der Punkte lineare homogene Funktionen der 
neuen Yeränderlichen (45) stehen, die als Koe£Bizienten 
Potenzreihen von x haben, welche für a; == verschwinden. 
Hat die Determinante f{r) lauter einfache Elementarteiler 
r — r^, . . , , r — Tn, so hat das System (49) die einfachere 
Form 

dY *• 

(50) x^=^r,Y,+J^{Aiux + Ärux^ + .,.)Y, 



dx 



(i =: 1 , . . . , n) . 



(51) 



Im zwölften Abschnitt wird uns ein Differentialsystem 

dyr r... -- (i==l,...,n) 



^ ^ = Fiivi > • • • > yn) 



begegnen, wo Fi eine Potenzreihe von y^ , • • • ? yn darstellt, 
welche f ür y^ = , . . . , yn = verschwindet; wir schreiben 
die linearen Glieder an: 

Das auf die linearen Glieder reduzierte System (51) 
hat die Form (47); es geht, indem man vermittels einer 
linearen Substitution T mit konstanten Koeffizienten die 
neuen Veränderlichen (45) einfuhrt, in die Form (48) über. 
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Durch dieselbe lineare Substitution T erhalt das System (51) 
die Gestalt 

dYii .^ 
x-^=-riXn + . . . , 

^-*-»2 TT TT" 



(52) 






rechts stehen Potenzreihen der neuen Veränderlichen (45 ); 
von welchen nur die linearen Glieder angeschrieben sind. 
Wenn die Determinante f{r) lauter einfache Hementarteiler 
besitzt, tritt an die Stelle von (52) das einfachere System 

(53) X -^ = ViYi + . . . (i = 1 , . . . , n) . 



§ 21. Beweis eines Hilfssatzes. 

Der Beweis des in § 18 ausgesprochenen und benutzten 
Satzes von Casorati*) ist noch nachzutragen. 

Wir nehmen an, die aus den Koeffizienten der linearen 
Substitution (1) gebildete Determinante A{(o)y welche wir 
uns auf die Form (25) gebracht denken, enthalte die Zte, 
aber keine höhere Potenz von (o—(Oq] (ö)— ö)o)'s (ö)— ö)©)^, . . . 
sei bzw. die höchste Potenz von (o — eoo , welche in allen 
Unterdeterminanten (w — l)ten, (n — 2)ten, . . . Grades von 
Ä{(o) enthalten ist, während mindestens eine Unterdeter- 
minante (n — y)ten Grades für (o = (o^ von Null verschieden 
ist. Dann sind nach § 17 die DifTerenzen 

e^ =^ l — fr^, ^ = ^ — h f ••• 
positiv, und die Determinante A{(o) hat die Elementarteiler 

(ö) — cüo)^ , (co — Cüo)*» , .... 



*) Casorati, Comptes rendus, Bd. 92, S. 175 u. 238. — Vgl. 
auch Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, S. 250. 
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Die durch (26) definierte Determinante (w — r)ten Grades 
A'{€o) ist durch die (? — r)te, aber durch keine höhere 
Potenz von co — ö)© teilbar. Nach dem Casoratischen 

Satze ist bzw. {(o — ö)o)^"''"^S {ö> — (^^o)^"'"^* ^ • • • 
die höchste in sämtlichen Unterdeterminanten 
(n—-v — l)ten, (n — v — 2)ten, . . . Grades von A'(co) ent- 
haltene Potenz von ö> — a>o. Da 

ist^ so hat die Determinante Ä'{(o) die Elementar- 
teiler 

{cd "- (Oq)^-^ , (ö) — 0)0)*»-^ •••• 

Wir zeigen zunächst, daß die Unterdeterminaoten 
(n — r — l)ten Grades von A'(co) durch die {li —v + l)te, 
aber nicht sämtlich durch eine höhere Potenz von co — (Oq 
teilbar sind. 

Wir bezeichnen die Unterdeterminante des Elementes 
aik {i, k = v + 1, . . . , w) der Determinante -4'(o>) mit 

-3-7 im Falle i = A ist hier und im folgenden oj* durch 

üii — a> zu ersetzen — und setzen 

(«) ^,_a;+,,,^___ + ... + a„»^^, 

indem wir unter h eine beliebige der Zahlen 1 , . . . , w ver- 
stehen. Dann ist JEh immer durch (co — ö)o)^~*"*"^ teilbar. 
Denn ist h eine der Zahlen v + 1 , . . . , w , so ist JE^ gleich 
A'{€o) oder gleich Null, je nachdem h mit k übereinstimmt 
oder nicht; A^{(o) ist aber durch (co — cqq)'"^ und folglich 
wegen l^l^ + l auch durch [co — cüo)'^""*"*"^ teilbar. Ist 
dagegen h eine der Zahlen 1 , . . . , y , so ist (ö> — (OqY'^Eh 
die Determinante, welche aus A{(o)*) durch Weglassung 
der hten Zeile und der kten Kolonne entsteht; daher ist 



*) Die Determinante -4(ö)) wird im folgenden immer in der 
Form (25) benutzt. 
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{co — (OQy-^Ek durch {co — coq)^ und also Ek durch 
(ö> — o>o)^-''+^ teilbar. 

Es gibt mindestens eine Unterdeterminante (n - v)ten 
Grades von Ä{€o), welche für a> = cöo nicht verschwindet 
Nun sind aber alle Unterdeterminanten (n -— r)ten Grades, 
welche ohne Unterdrückung der sämtlichen v ersten Zeilen 
von Ä{(o) gebildet werden, durch co — coq teilbar. Es muß 
also mindestens eine aus den n — v letzten Zeilen von A{q)) 
gebildete Determinante (n — - y)ten Grades einen von Null 
verschiedenen Wert haben. Wir nehmen beispielsweise an, 
es sei dies die Determinante 



D = 



Ö^y+l,lj -''} öty+l^H- 



Änl , • • • > ^ftf n-v 

Aus den Gleichungen 
^^+i»*5v^ ^' ' ' + C'nh-^-r = Eh (Ä = l, .. ., n — y) 



ergeben sich 

08) 



SA öA 



3a;+i,t' '"' ßa; 



nk 



als lineare homogene Funktionen von j^i , . . . , JE«_v, deren 
Koeffizienten Brüche mit dem Nenner I) sind, welcher für 
(o = (Oq nicht verschwindet. Daraus folgt, daß die 
Determinanten iß) und folglich alle Unterdeterminanten 
{n — v — l)ten Grades von A!{(o) ebenso wie ^^ , . . . , JE» 
durch (ö) — cüo)'*"""*"^ teilbar sind. 

Es können nicht alle Unterdeterminanten (w— v— l)ten 
Grades von A'{w) durch eine höhere als die (i^ — v + l)te 
Potenz von eo — co© teilbar sein; denn sonst wären alle 
Unterdeterminanten (n — l)ten Grades von A{(o) durch eine 
höhere als die ^^te Potenz von (o — (Oq teilbar. 

Es ist weiter zu zeigen, daß die Unterdeterminanten 
(w — V — 2)ten Grades von A'{(o) durch die (?2 — ^^ + 2)te, 
aber nicht sämtlich durch eine höhere Potenz von co — (o^ 
teilbar sind. 
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An Stelle der Ausdrücke Eh betrachtet man jetzt die 
Ausdrücke 



(y) 



JEki = 



+ 









d^A' 






+ 



wo die sämtlichen Glieder aus dem ersten dadurch hervor- 
gehen^ daß man an Stelle der Kombination r + 1 , r + 2 
sämtliche 

(n — v)(n--v — \) 



Kombinationen der Zahlen v + 1 » . . . ; n zu je zweien setzt. 
Die sämtlichen Ausdrücke E^ (Ä , i = 1 , . . . , w) sind, so- 
fern sie nicht verschwinden, mindestens durch (eo — co©)^ "*"*"* 
teilbar. 

Die Gleichungen (y) für Ä, i = l, ..., n — v gestatten, 
die Unterdeterminanten (w — v — 2)ten Grades von A((o) 



(<5) 



d^A' 



e^A' 



^«C+l, k^öjC+2, l 



öa'n-i.idai.i 



als lineare homogene Funktionen der jE*,- darzustellen; die 
Nennerdeterminante ist gleich 

J)H-y-l 

und daher für co = coq von Null verschieden. Daher sind 
sämtliche Unterdeterminanten (w — y — 2) ten Grades von 
A'{co) durch die {I2 —v + 2)te Potenz von (o — coq teilbar. 
Um zu erkennen, daß nicht alle Unterdeterminanten 
(n— V — 2)ten Grades von A^{(o) durch eine höhere als die 
(I2 —v + 2)te Potenz von co — coq teilbar sein können, ent- 
wickeln wir eine Unterdeterminante {n — 2) ten Grades P 
von A((o) nach den Determinanten L, M, . . . , welche sich 
aus den Elementen von n — v — 2 der w — r letzten Kolonnen 
von A{(o) bilden lassen. Dann ist 



(«) 



P=LL' + MM' + .... 
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Darin sind L, M, ... Unterdeterminanten (n — r— -2)ten 
Grades von Ä'{(o) ; denn jede andere aus den angegebenen 
Kolonnen gebildete Unterdeterminante von P hat wenigstens 
eine Zeile, welche den v ersten Zeilen von Ä{(o) entnommen 
ist, und verschwindet daher identisch. Die zu L, M, ... 
adjungierten Determinanten L\ M% . . . enthalten wenigstens 
V — 2 der v ersten Zeilen von Ä{co) und sind daher mindestens 
durch (a> — (OqY~^ teilbar. Wenn also L , Jf, . . . sämtlich 
eine höhere als die {l^ — v + 2)te Potenz von co — a)o ent- 
hielten, so würde der Ausdruck (e) eine höhere als die 2^ te 
Potenz enthalten. Dies ist nicht möglich, da man unter P 
jede Unterdeterminante (n — 2)ten Grades von Ä{(o) ver- 
stehen kann. Usw. 



IV, Abschnitt 



Lineare Differentialgleichnngen mit 
konstanten Koeffizienten. 



§ 22. Integration einer linearen Differentialgleichnng 

mit konstanten Koeffizienten. 

Die lineare homogene Differentialgleichung 
nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a^, . . . , a^ 

laßt sich mit Hilfe von Exponentialfunktionen (oder 
trigonometrischen Funktionen) integrieren. 
Setzt man 

WO r eine Eonstante bezeichnet, so wird 

und die linke Seite der Differentialgleichung (1)^ welche 
wir zur Abkürzung mit 2)(y) bezeichnen, nimmt den Wert an: 

2)(^«) == ^-f(r) , 
wenn 

(2) f{r) = f- + %#-- 1+ . . . +an^ir + On 

gesetzt wird. 

Hat die charakteristische Gleichung 

(3) /(r) = 
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n verschiedene Wurzeln r^, ..., r», so besitzt die 
Differentialgleichung (1) die n partikulären Lösungen 



(4) 



Vi - «'^ 



y» = «'•• . 



Um zu zeigen, daß diese n Lösungen ein Fondamental- 
system bilden, berechnen wir die Determinante 



A = 



»1 



dx ' 



• • • > 



da?'-^ 



dyn 



d'^'^y. 



daf'^ 



-_- g(ri+...+r«)« 



1, ^l; 



, ft"' 



1> ^n> 



. . . , '« 



-1 



die Determinante 



1> n; 



y«-i 



1, 



n^ 



' n 



-1 



je zweien der n Größen r^ , . . . , tni da diese n Größen als 
verschieden vorausgesetzt wurden^ so ist auch das Differenzen- 
produkt von Null verschieden, und die Determinante A kann 
nicht identisch verschwinden. Die Differentialgleichung (1) 
hat demnach die allgemeine Lösung 

(5) y= C^^-^ + ,..+ Cn&-^ 

mit den n willkürlichen Konstanten Ci , . . . , Cit • 

Um auch den Fall mehrfacher Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung (3) behandeln zu können, differentiieren 
wir die Identität JD(^*) = ^'^f{r) wiederholt nach r: 

2)(a;2^«) = ^^ \f\r) + 2 xf{r) + x^f{r)] , 



2)(a^e^«) = er^{fXy){r) + {v\xf(r-^){r) + ... + ix^f{r)] . 
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Hat nun die charakteristische Gleichung (3) die /i^- fache 
Wurzel ri, die /ji^-tache Wurzel r^ usw., die jUm-fache 
Wurzel r«!» so daß 

/«i + A«2 + • • • + i^ = ** 
ist^ so ist für f = 1 , • . . > m 

und daher 

Die Differentialgleichung besitzt also die partikularen 
Lösungen 

(6) ^«*, xeTi', a;V<*, ..., a?^-»Ä<* (i = l,...,m). 

Wenn man dieselben mit willkürlichen Konstanten multi- 
pliziert und addiert, erhalt man die Lösung 

wo Gi{x) (i = 1 , . . . , m) eine ganze Funktion (jii — l)ten 
Grades von x mit willkürlichen Koeffizienten darstellt. Dies 
ist die allgemeine Lösung, da, wie wir sogleich sehen werden, 
zwischen den oben gefundenen /«i + . . . + /im = ti partiku- 
laren Lösungen keine lineare homogene Relation mit kon- 
stanten Koeffizienten bestehen kann. Eine solche Relation 
würde die Form haben: 

wo 

gi{x) =' e^a^i + . . . 

eine ganze Funktion von x vom Grade v^ ^ /i,- — 1 darstellt 
Durch wiederholte Differentiation dieser Relation nach x 
erhält man 



m 



2'^«.i(«)«"* = 0, 



•=1 



m 



Horn, Gewöhnliche DiffereniialgleichungeiL 
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wo 



gi,i{x) — nflr,' + »{ = TiCiOiri + . . . , 



ist Es mußte demnach die Determinante 



9i9 9i.ii 



» '?l,m-l 



rm ^ 



fl'ni,! 



• ) 9>*^i m-l 



identisch verschwinden, welche eine ganze Funktion von x 
vom Grade ^1 + . . . + Vm darstellt; der Koeffizient von 



Cj . . . C| 



1, r 



1 9 



fT 



-1 






ist aber von Null verschieden , da r^ ^ . . . , r» voneinander 
verschieden sind. 

Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) 
reell, so tritt neben der einfachen komplexen Wurzel 
der charakteristischen Gleichung 

die konjugierte Wurzel 

auf. Diesen beiden Wurzeln entsprechen in dem allgemeinen 
Integral y die Glieder 

= 6** [Gl {oo^ßx + i sinßx) + C2 (oosßx — t sin jSa;)] 
== c«* [(Ci + (72) cos^a? + i (^1 - A) su^i*^] 
oder, wenn 

^ = Ci + C2,. P = iiC,-C,) 
als willkürliche Konstante eingeführt werden, die Glieder 
(8) c«* (Ä cos^a; + 5 sinjSic) . 
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Sind 

^-fache konjugiert komplexe Warzeln der charakte^ 
ristischen Gleichung, so sind die ihnen im allgemeinen 
Integral entsprechenden Glieder, wenn unter Qi{x)y G2{x) 
ganze Funktionen (/* — l)ten Grades von a? mit wiHkOrlichen 
Koeffizienten verstanden werden: 

j = e»<^[<^(x)co&ßx + Wix)siiißx] , 
wo 

0(x)r=.G,{x) + Gt(x), W(x) = i[G^ix)-0^(x)] . 

ganze Funktionen {jx — l)ten Grades von x mit willkürlichen 
Koeffizienten darstellcin. 

Die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

oder 

B{y)^F{x) 

läßt sich, nachdem ein Fundamentalsystem y^y . . ., y^ der 
reduzierten Gleichung D(y) « gefunden ist, näph § 13 
durch Quadraturen integrieren. 

Laßt sich auf irgend einem anderen Wege eine partikulare 
Losung ri der nicht homogenen Differentialgleichung (10) 
finden, so ist 

die allgemeine Lösung von (10), wie am Schluß von § 13 
gezeigt wurde. Ist 

F{x) = 2lFi{x) , 

«•=1 

und ist r^ eine partikulare Lösung der Differentialgleichung 

, B{y)^Fi{x), 
so stellt die Summe 

•=1 

7* 
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eine partikuläre Losung von 

Biy) = F{x) 

dar, 

Ist To eine Konstante und 

g{x) = 6^ a?J» + \xT^'^ + . . . + 6p-ia? + &p 

eine ganze Funktion ^ten Grades von x, so besitzt die 
Differentialgleichung 

(11) J)(y) = 9{x) «»« 

eine Lösung von der Form / 

(12) y^G{x)(*% 

wo 

0{x) = BoXP + BiXP-^ + . . . + Bp,i x + Bf 

ebenfalls eine ganze Funktion ^ten Grades von x darstellt; 
dabei ist vorausgesetzt, daß k mit keiner der Wurzeln r^yT^, . . . 
der charakteristischen Gleichung f{r) = übereinstüfimt. 

Durch Einsetzen des Ausdrucks (12) in die Differential- 
gleichung (11) findet man nämlich 

/(*) G{x) + m G'ix) + ^ n*) <y'i<^) + • • • 

+ ^ft">(*)ÖW(«) = (irO»;); 

die Veiffleicliung der Koeffizienten von x^ , x'-^, »'-*, ... 
ergibt die Gleichungen 

m B,+{jß-i) fik) B,+ipip-i) r{k) Bo = 6, , 



aus welchen sich Bq, B^y B^, ... berechnen lassen. 

Ist r = A; eine ^-fache Wurzel der charakteristischen 
Gleichung f{r) = , ist also 

A*)-0, f(*) = 0, ..., /Ka*-i)(ä) = 0, /^)(*)^0, 
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80 besitzt die Differentialgleichung (11) eine Losung von 
der Form 

(13) y = 0{x) ^« , 

wo G{x) eine ganze Funktion (p + )ti)ten Grades von x dar- 
stellt^ welche sich ans der Gleichung 



+ i/^">(*)G(")(a;) = j?(aj) 



n\ 
berechnen läßt. Setzt man 

€M(x) = JBo«' + ^«'-* + . . . + Bf-i x-^B,, 
BO ergibt die Koeffizientenvergleichong 

■l/V)(*)5o-6o, 

woraus man B^^ B^, B^, ... berechnet. Die Koeffizienten 
von xf*"^, xf*'^, . . . x^f x^ in &{x) können beliebig gewählt^ 
insbesondere gleich Null gesetzt werden. 

Bemerkung. Die lineare homogene Differentialgleichung 

worin a^, . . . , a^ Konstante sind^ geht durch die Substitution 

loga; = t, x^ ff' 
in die Differentialgleichung 

mit konstanten Koeffizienten über. 
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. Hat die Gleichung 

f[r) = f^ + aif»*-i + . . . + an-ir + an = 

n verschiedene Wurzeln r^ , . . . , r« , so beaitzt die Diffe- 
rentialgleichung (a) die allgemeine Lösung 

mit den willkürlichen Konstanten q , . . . ^ c^ . Wenn die 
Gleichung fif) = die /i^ -fache Wurzel r^ , . . . , die 
jUffi-fache Wurzel r« besitzt, wobei /ii + . . . + /Am = » sein 
muß, so ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung ((x) 

y = af^G^i(loga;) 4- • • • + af-G^« (loga?) , 

wo 6r,(f) (i = 1 , . . . , w) eine ganze Funktion (/*,- ~ l)ten 
Grades von t mit willkürlichen Koeffizienten darsteUt. 

Aufgabe. Man integriere die folgenden Differential- 
gleichungen: 

—^^m^y^O {m reeU); 

-^ + y«smÄ;sm2a?; 



§ 23. Kleine Sehwingnngen mechanischer Systeme 

mit einem Freiheitsgrad. 

Wir wenden die Litegrationsmethoden von § 22 auf die 
Theorie der kleinen Schwingungen an. 

L Ein Punkt, dessen Masse wir der Einfachheit halber 
gleick 1 setzen, bewege sich auf der o;- Achse; er habe zur 
Zeit t die Abscisse x, und es wirke auf ihn die Kraft •— x^x, 
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wo x^ eine positive Konstante darstellt. Die Differential- 
gleichung der Bewegung, 

(14) |^ + .»a; = 0, 

ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten. Ihre charakteristische 
Gleichung, 

r» + «2 = , 
hat die Wurzeln 

folglich ist die allgemeine Lösung von (14) 

mit den willkürlichen Konstanten C^, C^ oder 

(15) x=^ ÄcoQxi + B&iaxt 

mit den willkürlichen Konstanten Ä, B. Setjst man 

J.«asinJl, J9»aco8Jl, 
so wird 

(16) x=^aem{xt + X) . 

• * 

Diese Gleichung stellt eine Schwingung uni die 
Gleichgewichtslage x = mit der Periode (Schwingungs- 
dauer) 

X 

dar. Die Integrationskonstante a ist die Amplitude (die 
größte Entfernung des bewegten Punktes von der Gleich- 
gewichtslage), während die Integrationskonstante X als Phase 
bezeichnet wird. 

n. Wir nehmen jetzt an, daß auf den schwingenden 
Massenpunkt außer der Kraft — x^x noch eine äußere 
Kraft f{f) wirkt, welche als periodische Funktion der Zeit t 
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mit der Periode — gegeben ist und demgem&ß in eine 
Fouriersche Beihe entwickelt werden kann: 

f{t) == ^ + ^ (^ cosn (xt^ B^ sinn a t) 



(17) 



»=1 



= ^ + J^ansin(na < + iSn) . 

Ist /*(^) eine analytische Funktion, welche sich für alle 
reellen Werte von t regulär verhält, so ist 

|4.|^-§, \Sn\^^ (»=1,2,...), 

WO K eine von n unabhängige positive Konstante darstellt'*'); 
*) Es ist nämlich für n = l, 2, ... 

in 

a 

-4» ■» — / f{f) cosn ectdt ; 



durch zweimalige partielle Integration erhftlt man 

I f{t^ eosn oc t dt = f{f^Bmn^t 

H — =— r f'(t) cosn at r— ^ / /""(<) cosn « f <J< 

und nach Einsetzung der Grenzen und - — 

2n Mn 

et. a 





also ist 



/ f{t) cosn (xtdt=i j— j- / /""(<) cosn ectdt; 






Äk = V- //"'(*) cos n « < 



dt 



und 
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dann konvergiert auch die Keibe 

und die Fouriersche Reihe für f(t) ist ffir aUe reellen Werte 
von t unbedingt und gleichmäßig konvei^nt« 

Die Differentialgleichung der Bewegung lautet jetzt 

(18) ^ + „.a; = /'(0. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (18) 
wird erhalten, indem man zu einer partikul&ren Lösung 
derselben die allgemeine Lösung der reduzierten Differential- 
gleichung (14) hinzufügt 

Die Differentialgleichung 

hat die partikuläre Lösung 






Die Differentialgleichung 



di^ 



+ x^Xn — An cosn (Kt + B^ siu» oc t 



besitzt, wie sich nach der am Schluß von § 22 angewandten 
Methode ergibt^ die partikuläre Lösung 

An Bn 

^="1 — Z^%T^^^^^* + -^ r-^sinftÄ^ 



wenn 



^=^f\f"<^\^* 





gesetzt wird. Ähnlich findet man 
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vorausgesetzt^ daß 

ist. Im Falle 



ist die partikuläre Lösung 



-4^ , . . -S» 

.,» =- jr ^ Sinn (xi — ji — 

2na 2nÄ 



vorhanden. 



4« 
Ist — keine ganze Zahl^ so ist eine Zahl (^ > so vor- 



banden^ daß 
alsOy wenn 



gesetzt wird; 



pc«-n2Ä2l>(^ (n-1, 2, ...), 



9 






Ä 



?<3 — n««» 



n« 



X* — n* a* 
ist Demnach ist die Keihe 

oder 

(19) a?^^+y (, "^o , oo8na<+ , ^% , 8inn^4 
V / x« ' .i^ Ix» — n* a* X* — »* a^ J 

•»=1 

für alle reellen Werte von t unbedingt und gleichmaßig kon- 
vergent; sie bildet eine partikuläre Lösung der Differential- 
gleichung (18) und stellt eine erzwungene Schwingung 

2 jr 
dar, deren Periode — mit der Periode der erregenden 

(X 

Kraft fif) übereinstimmt. Die allgemeinste der Differential- 
gleichung (18) entsprechende Bewegung setzt sich aus dieser 
erzwungenen Schwingung und der Eigenschwingung (15) 

x^ J.cosx^4- Bsinx^ 
zusammen. 
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2n 
Fallt die Periode einer der Einzelschwingungen Xn 

mit der Periode — der Eigenschwingung zusammen, so tritt 

Resonanz ein; das Glied Xn in der Losung der Differential- 
gleichung erfährt dann die oben angegebene Modifikation. 
HL ' Es möge jetzt auf den schwingenden Massen- 
punkt außer der Kraft — x^x noch ein der Geschwindig- 

keit --=7- proportionaler Widerstand^ die Dämpfung 

dx 

wirken^ wo e eine positive Größe ist. Die Differential- 
gleichung der gedämpften Schwingungen^ 

bat die charakteristische Gleichung 

r^ + er + x^-^0 
mit den Wurzeln 



7.}-i±n^'- 



Ist £<2x; 80 sind diese Wurzeln konjugiert komplex; 
setzt man 



yu* = x^ 



£« 



4 ' 
80 ist 

und die Differentialgleichung hat die Lösung 

oder 



-4/ 



(21) x = e * {Ä oos/i t'\-B sin/i t) 
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oder^ wenn vermittels der Gleichung 

J. = a8inil^ B=^aco8l 
die Int^rationskonstanten a, l eingeführt werden, 



« 



(22) x = ae~^ üa(jit + X). 

Die Differentiation ergibt 

^=-afe « 8in(Ai< + iO, 
wobei 

/iJB — — J. = a'8ini', -- /uiÄ-- -^B ^afoo&y 

geeetetirt. ^^ 

Die Werte von t. für welche -37- = ißt> bilden eine 

at 

arithmetiBche Keihe mit der Differenz — . 

Die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Maximal- 
werten (oder Minimalwerten) von x, welche den kon- 
stanten Wert 

2 JT 2 JT 



" f'-T 

hat; kann wieder als Schwingangsdauer bezeichnet werden. 
Die absoluten Betrage der aufeinander folgenden extremen 
Werte von x bilden eine fallende geometrische Beihe mit 
dem Quotienten 



en 



e " ', 

671 

— ist das logarithmische Dekrement. 

Die Bewegung hat einen wesentlich anderen Charakter, 
wenn £>2x ist, also r^ und r, reell und negativ sind; 
es ist dann 

(23) a;«=(7^c^i'+Cic^«'. 
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Im Falle e = 2x hat maii 

n->, — ^ 

und 

(24) e^x'^\c^ + C^f). 

In den Fällen (23) und (24) ist lima?« für lim^= +00; 
es li^ eine sogenannte aperiodische Bewegung vor. 

IV. Schließlich behandeln wir noch gedämpfte er- 
zwungene Schwingungen. Auf den bewegten Massen- 
punkt wirke außer der Kraft —x^x und der Dämpfung 

— € -TT- noch eine äußere Kraft f{f) , welche sich als 

periodische Funktion von t mit der Periode — wie oben 

in eine Fouriersche Reihe von der Form (17) entwickeln 
läßt. Die Bewegung erfolgt nach der Differential- 
gleichung 

sie setzt sich aus der gedämpften Eigenschwingung (21) 

— wenn c < 2 x ist und yu* = x' j- gesetzt wird — und 

«.er «^t^ Sd.™^ von 'der Periode ?= der 
Kraft f{{) zusammen. ^ 

Indem wir die Fouriersche Reihenentwicklung der 
Funktion f({) wie oben in ihre Bestandteile zerlegen^ haben 
wir zunächst die DifiTerentialgleichung 

mit der partikulären Lösung 

a\, — — ^, 
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sodann für n » 1 ^ 2 ^ 3 ; . . . die Differentialgleichung 

—^ji — h ^^rr + 9€^oi^H = -A» cosn »1 + Bn smn oc t 
aP dt 

mit einer partikulären Losung von der Form 

^n ^ Ä« cosn »t + fÖn sinn « < . 

Durch Einsetzung dieses Ausdrucks in die Differeniial« 
gleichung und Yergleichung der Koeffizienten von cosno^t 
und sinn^^ erhalt man die Gleichungen 

- n « £ ä„ + (x « - n« a 2) »« = B„ , 
aus welchen man 



(26) 



».= 



(«2 — n2a2)2 + n2öc2c2~ 



als Brüche mit stets positivem Nenner berechnet. 

Ist wie oben f(t) eine analytische Funktion von t, 
welche sich für aUe reellen Werte von t regulär veriiält> 
so ist 

l^nl^-J, \Sn\^^ (n = l,2,3,...), 

wo K von n nicht abhängt. Die Größen 



(x» — n« öt2)2 4- n» Ä» fi« ' " («« — n2 a^)« + n« «2 ^2 

verschwinden für limn = c» und werden für keinen der 
Werte n = 1 ^ 2 ^ 3 ^ . . . unendlich groß ; es ist also 

Qn\^9, \on\^g (n = l, 2, 3, ...). 

wo g eine endliche positive Große darstellt Man hat 

= \QnAn — OnBn\ ^ |^n| M»| + |flrn| |Ä 

^ 2Kg 

- n2 
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und 

<Jh\ ^ 



Folglich ist die Beihe 

OO j oo oo 

(27) x=y^x,-'^+ y^^neoBn«t+y^f8näiin»t 

»=U Nsl 11=1 

for alle reellen Werte von t unbedingt und gleichmäßig 
konvergent und stellt eine partikul&re Lösung der Diffe- 
rentialgleichung (25) dar. 



§ 24. Systeme linearer Dlfferentialgleleliiingeii mit 

konstanten KoefSzlenten. 

Ein System linearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten aa 

(i, Ä = 1, . . ., w) 



(28) 






-j—- = an tffi + . . . + annVn 



läßt sich ähnlich wie eine lineare Differentialgleichung nter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe von (reellen 
oder imaginären) Exponentialfunktionen integrieren. 
Soll das System durch die Ausdrücke 

worin r und Ä^ , . . . , An Konstante sind^ befriedigt werden^ 
so muß 

(«ir— ^) -^1 + »12 ^ +... + ai»J.» = 0, 
«31 A^ + (a^^ — r) A^ + . . . + OfnÄn ^ , 



0^1-4.1 + aif»-42 + ••• + (««* — r) J.««0 
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sein; r muß also der Gleichung genügen: 



(29) f{r) = 



«21 f 



«12 f 



am 



Ctnl 



^Nt 



<htn — r 



= 0. 



Wir setzen zunächst die n Wurzeln r^, ..., r^ 
dieser Gleichung als verschieden voraus. Ist k 
eine der Zahlen lf...^n, so lassen sich aus den Glei- 
chungen 

(«11 — rk)Äik + • • • + ainAnh — , 

(30) 



. anlÄik + ' . . + («nn — ^*)-4n» = 

die Verhältnisse der Größen Au, • . • > Änk bestimmen. Es 
können nicht sämtliche Unterdeterminanten der Deter- 
minante f{rit) verschwinden (§ 16). Die Größen Äiu, . . ., 
Änk verhalten sich wie die Unterdeterminanten einer Zeile 
von /*(rk). Indem wir eine der Größen Äuty • • • ^ ^t irgend- 
wie fixieren, erhalten wir die partikuläre Lösung 

(31) 



yi»«=^i*^**, 



Ikf^'",, •••> ynk = Ank^^' 
(Ä = 1 , . . . , n) . 



Sind c^ , , , . , Cn willkürliche Konstante, so ist nach 
§ 14 die allgemeine Liösung des Systems (28) 

yi=^yii + -- + ^«yiH, 



• • 



oder 



(32) 



yii = ciy»i + . . ' + CnyHH 



»1 = Al^ «^'* + . • . + ÄmCn^''' , 



ifn = ÄnlCi^^' + . . . + AnC^e*"»* . 



Ist r^ =■ r 



2 



r,M eine m-fache Wurzel der 



Gleichung (29), welcher m einfache Elementarteiler 
der Determinante /(r) entsprechen, so verschwinden für 
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113 



r^r^ alle Unterdeteiminanten {n — l)ten, (» — 2)ten, * . . , 
{n — m+ l)ten Grades von f{r), wahrend eine Unterdeter- 
minante (n — m)ten Grades für r ^s^r^ von Null verschieden 
ist*). Nehmen wir an^ es sei dies die Determinante 

^m+ly m+1 — ^ f • • • > ^m+lf n 



a 



w, m+1 9 



«»n — r 



Dann lassen sich vermittels der Gleichungen (30), wenn 
k eine der Zahlen 1 , . . . , m ist^ ^+i, kt • • • 9 -^m durch 
die willkürlich zu wählenden Großen Äi\, ..., Ämk aus- 
drücken. Wir wählen die letzteren Großen so, daß 



Ä 



IXf 



^1, 



l-ml ) 



-^mi 



von Null verschieden ist. 

Wir erhalten so n linear unabhängige partikuläre 
Losungen (31), aus welchen sich die allgemeine Lösung (32) 
mit n willkürlichen Konstanten c^ , . . . ^ c» zusammensetzt. 

Um auch den Fall mehrfacher Elementarteiler 
der Determinante f{r) zu erledigen, wenden wir die im 
dritten Abschnitt behandelte Transformation linearer Sub- 
stitutionen an **). 

Die Determinante f{r) habe die Elementarteiler 



(r-r^)^, 



(r-r«)^-, 



wo 



ist. Durch lineare Transformation der abhängigen Ver- 
änderlichen y^, . . . , ifn erhalten wir die kanonischen Ver- 
änderlichen 



Yil y Yi% 9 



• 9 



Yi, 



f*i 



(i = 1 , . . . , w) , 



•) WÄhrend f{r) durch {r-—r^)i«^ teilbar ist, sind alle Unter- 
determinanten (n — l)ten Grades durch (r — r^)^-^, ..., alle 
Unterdeterminanten (n — «n + l)ten Grades durch r — r^ teilbar; 
die Unterdeterminanten (n — m)ten Grades sind jedoch nicht 
samtUch durch r-^r^ teilbar. 
**) ^fi»i« insbesondere § 20. 
Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 8 
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welche^ den Elementarteilem der Determinante f{r) ent- 
sprechend^ in m Gruppen zerfallen^ die aus ju^, . . . ^ ju^ 
Großen bestehen. Dadurch werden die Differentialglei- 
chungen (28) übergeführt in 



(33) 



dx 

dTj» 
dx 



= nr«, 



= nr« + ra, 



(t = 1 , . . . , fn) 



dx 



f*i 



TiYi^f^^ + Yi^f^^.i, 



so daß dem ju^isLchen Elementarteiler (r — r,)^< eine Gruppe 
von fii Differentialgleichungen entspricht 

unter Weglassung des Index t bei jj^, Vi und den T 
schreiben wir eine solche Gruppe von Differentialgleichungen 
in der Form: 



(34) 



dT^ 
dx 

dx 



= rri, 



= rr, + ri, 



dY, 



"-rr^ + r^-i. 



^ dx 

Diese fi Differentialgleichungen gehen durch MultiplikatioD 
mit «"•■• über in 





dx 




V 


j 


d(t 


r-r,) 
dx 


= 


e' 


-rxY 


• • 

d{t 


« • • 

dx 


• 


• 


• • • • 
-rxY , 
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Die Integration ergibt 

mit den willkürlichen Konstanten Cj , Cj , . . . , c^ . Es ent- 
spricht also einem /i- fachen Elementarteiler der Deter- 
minante f{r) eine Lösungsgruppe von der Gestalt 

( Y^ = c,(f% 

(3b) ^ 8 = (t^ ^ +^2^ + 08)^*^ 

Bemerkung. Das System linearer Differential- 
gleichungen 

^-^ « «11 yi + . . . + amyn , 






worin o^^ , . . . , Onn Konstante sind^ wird vermittels der 
Substitution ^ = e' in ein System linearer Differentialglei- 
chungen mit konstanten Koeffizienten übergeführt. 
Aufgabe 1. Integration des Systems 

^ = «iiyi + . . . + ainVn + gi{oc)^'' (i = 1 , . . - w) , 

worin a^-^y . . . , ünn uod ^ Konstante, giipo), . . . , gn{^) 
ganze Funktionen jpten Grades von x sind. Vgl. § 22. 

*) Vgl. Weierstraß; Bemerkungen zur Integration eines 
Systems linearer Differentialgleichimgen mit konstanten Koeffi- 
zienten (Werke, Bd. 11, S. 75—76). 

8* 
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Aufgabe 2. Integration des Systems 

^ = 5^1 + 5^,, 

dift 26 19 , 5 

<iy« 2 ,7 ,3 



§ 25. Kleine Sehwingungen meehaniselier Systeme 
mit mehreren Freiheitsgraden**) 

Die Systeme linearer Difierentialgleichiingen mit kon- 
stanten Koeffizienten finden eine wichtige Anwendung in 
der Theorie der kleinen Schwingungen eines mechar 
nischen Systems mit einer endlichen Anzahl n von 
Freiheitsgraden. 

Wir stellen die jeweilige Lage des mechanischen Sy- 
stems durch die von der Zeit t abhängigen Großen Xy^j . . . , 
Xn dar; welche wir als Koordinaten bezeichnen. Es sei eine 
Kräftefunktion U vorhanden, welche nur von den Koordi- 
naten x^y . , . , Xn abhängt In der Umgebung der Stelle 
Xi^Of . . . j oCn^O, die wir kurz mit bezeichnen, lasse 
sich U in eine Potenzreihe von x^, . . . , Xn entwickeln, 
welche nur Glieder zweiter und höherer Dimension enthalt. 
Die Glieder zweiter Dimension 

Ui==iy^baXiXi', ba^hi (i, * = 1, . . . , n) 

sollen eine negative definite quadratische Form bilden. 
Dann entspricht der Stelle ein Maximum der Kräfte- 
funktion üf so daß eine stabile Gleichgewichtslage 
ist. Die lebendige Kraft lasse sich als positive definite 
quadratische Form von 

. __ drci , __ dxn 



*) Die Theorie der kleinen Sohwingungen ist eingehend be- 
handelt bei Bouth, Dynamik der Systeme starrer K&rper, deutsch 
von Schepp, Bd. I, S. 388 ff.; Bd. II, S. 48 ff. 
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daratellen: 

T =- \^Äii,afiafi,] Äik'^Aki (*, *=-l, . . . ,n) ; 

ik 

Aik sei eine analytiBche Funktion von Xi, . . . , Xn, welche 
an der Stelle den Wert a^ annimmt und sich in der 
Umgebung dieser Stelle regulär verhalt. 

Die Bewegung des mechanischen Systems wird durch 
die Lagrangeschen Differentialgleichungen zweiter Art 
dargestellt: 

jÄör_ör dU_ 

Wir betrachten hier nur die in der Nihe der Gleichgewichta» 
läge verlaufenden Bewegungen^ die kleinen Schwingungen 
um die stabile Oleichgewichtriage. Da hierbei die Koorai- 
naten x^ . . . , o?» nur kleine Werte annehmen, beschrfinkt 
man sich in der üblichen Näherungstheorie auf die Olieder 
niedrigster Dunension von Uy man setzt also 

U ^U^^ \^hiiXiXi\ 

man ersetzt femer in Tdie Funktion An durch den Wert a^j^ 
welchen sie in annimmt, so daß die lebendige Kraft ala 
positive definite quadratische Form mit konstanten Koeffi- 
zienten erscheint: 

T=^\^anafiafu. 



Dann ist 



1* 

ex 



dxli 

dT 

dXi 

dXi 



0, 



= 6*1^1 +*. • + iin^nf 



und die Lagrangeschen Differentialgleichungen schreiben 
sich: 

(36) ^»"3f^ + - •• + «*«-^^""^<I^l+ • •• +Oin^n 

(i = 1 , . . . , n) . 
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Wir können diese Differentialgleichungen dadurch ver- 
einfachen ^ daß wir die beiden quadratischen Formen der 
n Argumente j^ , ...,£« 

Ö^ = ^aa&&, (i,jfc^i,...,n) 

auf die Normalform bringen.*) Die Determinante 

soii — bii, . . . , sain — 61» 

(37) m = 



5a„i — 6„i, ..., 5a„, 



'nn 



hat, weil die Form $ definit ist, lauter einfache Ele- 
mentarteiler s--5i, ..., s — «», und die Wurzeln s^, 
..., Sn der Gleichung f{s)^0 sind reell, wenn auch 
nicht notwendig verschieden. Durch eine geeignete lineare 
Transformation mit reellen Koeffizienten Cn, . . . , (7« 



^nn 



Jl = Ca 3£i + . . . + Cin^ 9 

J» = Cnl 3ti 4" • • • + CnnSEi, 

erhalt man die Normalform 

ö^ = 3£? + ... + 3e3i, 

da die Form !P als definit negativ vorausgesetzt wurde, 
müssen die reellen Größen 5^ , . . . , 5« negativ sein: 

Führen wir nun an Stelle der ursprünglichen Koordi- 
naten x^y , . . y Xn vermittels der Gleichungen 

Xi = Ci\ Xi 4- • • • + Cin -Xu , 



Xn = C7»iXi 4- • • • + Cnn -^n 



*) Wegen der darauf bezüglichen algebraischen Sätze sei 
▼erwiesen auf Weierstrafi; Über ein die homogenen Fimktionen 
zweiten Grades betreffendes Theorem (Werke, Bd. I, S. 233). — 
In Betreff der „Lag ran gesehen Determinante^ vgl. auch Bouth, 
Bd. n, S. 54 ff., S. 524 ff. 
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die sogenannten Hauptkoordinaten Xi, . . . , X„ ein, so 
wird 

und die Lagrangeschen Differentialgleiohongen 

d dT du 



dt Ö35 eXi 
nehmen die ein&che Gestalt an: 

(d*X^ 



(♦ = 1 , . . . , n) 



(38) 



dt* 



= —XiXi , 



d»X^ 



^ •^-1« • 



l dt* 
Sie besitzen die allgemeine Lösm^g 

(Xi = a^ cos Jl^ t+hi einX^ t , 




hn. 



y ^n 



mit den willkürlichen Eonstanten % ^ . r . ^ o^^ \y . 
Daraus ergeben sich die Ausdrücke für die ursprünglichen 
Koordinaten: 



' Xi = Cii («1 cosAi ^ + 6i sinli /) + ... 
+ Cin(a»co8^< + 6„8in^0, 



(40) 



^n = Cnl (Oi COSli ^ + 61 siuli ^) + • • • 

+ C7«M(anCos^,^ + 6„sin^<) . 

Dabei sind AJ^ •:.^ ^ die (stets positiven) Wurzehi der 
Gleichung 



(41) JF(1«) - 



i*ö„i + 6h1 > . . . , ^'Ohh + ii 



WM 



= 0, 
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welche aus der Gleichung (37) dadurch hervorgeht, da£ 
man s = — A' setzt. 

Um die Differentialgleichungen (36) ohne vorherige 
Koordinatentransformation zu integrieren, setzen wir 

^ ~ ^ sin ^ '**' ^'•^ '•sin 
und erhalten durch Einsetzen in (36) die Gleichungen 

(*=1, ...,n), 

welche nur bestehen können, wenn X eine Wurzel der Glei- 
chung (41) ist Jeder der n Wurzeln X\ (A; » 1 , • '*}n) 
entspricht ein System von Konstanten 

Gl = Gilt f . . . , C/» = Gnk f 
welches den Gleichungen 

(42) {Xlan + hn) Cii + ... + {Xla,^ + hn) Gnk = 

.(t = l,...,n) 

genügt Ist XI eine einfache Wurzel, so sind die Verhält- 
nisse der Großen Cii^ . . . , C^k bestimmt Ist ^ "^ • • • » J^i 
eine m-£acbe Wurzel, so verschwinden für A ~ A» (Ji; «=;= 1 , • . . , «e) 
alle Unterdeterminanten (n — w+ l)ten Grades von F{X^), 
während mindestens eine Unterdeterminante (n — m) ten 
Grades von Null verschieden ist Ist beispielsweise die 
Determinante 

\Xlaij + bij\ (t,;r=i».+ l, ..., n) 

von Null verschieden, so lassen sich ans den n — m Glei- 
chungen 

(XUn + hl) Ol» + . . . +(Aia,« + hn) Onk « 

(i = m + 1 9 • • • > w) 
die n — m Größen 

Cm-i-l^kf •••# Gnk 
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berechnen^ nachdem 

willkürlich gewählt sind. Wird diese Wahl so getroffen, 
daß die Determinante 



Ga\ (f y X; » 1 , . . . y m) 

nicht verschwindet, so stellt (40) mit den willkfirlichen 
Konstanten a^y . . . , a» » h^, * - - , hn die allgemeine Lösung 
des Systems (36) dar. 



y. Abschnitt 



Die Integrale linearer Differential- 
gleichnngen in der Umgebung singnlärer 

Stellen. 



§ 26. Yerhalten der Losungen einer linearen 
Dilferentialgleieliang bei einem UmlaofL*) 

Wir wenden uns wieder zu der linearen homogenen 
Dififerentialgleichung 

deren Koeffizienten P^, . . . ^ P» eindeutige analytische Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen x**) sein mögen. Die 
Veränderliche x beschreibe einen geschlossenen Weg U, 
welcher an der regulären Stelle x = a beginnt; ganz im 
Reeularitätsbereich (§ 10) verläuft und wieder bei x = a 
endigt. Das von U umschlossene Gebiet soll jedoch nicht 
aus lauter regulären Stellen der Differentialgleichung be- 
stehen. Die Elemente Vn - - - ^Vn eines Fundamentalsystems^ 
welche zunächst in der Umgebung der Stelle x ^a de- 
finiert sind, gehen, wenn sie längs des geschlossenen Um- 
laufs U fortgesetzt werden, in andere Funktionen y^ - * * yVn 



*) Vgl. zu § 26 und § 27 die für die Theorie der linearen 
Differentialgleichungen grundlegenden Abhandlungen von Fuchs 
im 66. und 68. Band von Grelles Journal (Werke, Bd. I, S. 159 bis 
240); femer Hamburger, Grelles Journal, Band 76. 

**) In der ganzen Ebene oder in einem Teil derselben. 
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123 



über^ welche ebenfalls der Differentialgleichung (A) genügen 
und sich wie jede Lösung derselben als lineare homogene 
Funktionen von y^, - - - , Vn darstellen lassen: 

Vi = %iyi + • • • + «my» > 
(1) 



die KoeflSizienten o^]^ , , . . , ünn sind Konstante^ deren Werte 
wir zunächst nicht kennen. Mit anderen Worten , das 
Fundamentalsystem y^, • • • > y« erfährt bei dem Umlauf U 
die durch die Gleichungen (1) dargestellte lineare Sub- 
stitution j8>. 

Die Funktionen y^, . . . , jr» bilden wieder ein Funda- 
mentalsystem; denn wenn eine Belation 

Ciyi + . . . + C'iiyii = 

mit konstanten KoefiBzienten Ci, . . . ^ Cn bestände^ so wurde 
dieselbe bestehen bleiben ^ wenn die Veränderliche x den 
Umlauf U in umgekehrtem Sinne beschreibt; es müßte also 

Ciyi + ...+ay« = 

sein^ was ausgeschlossen ist^ da y^ , ... ^ y,« ein Fundamental- 
system bilden. 

Die Determinante 



«11 



«1 



a«i 



a, 



nn 



ist von Null verschieden; denn das Verschwinden dieser 
Determinante hätte eine lineare Relation zwischen y^, > "^ Vn 
zur Folge. 

Auf die lineare Substitution (1) wenden wir die im 
dritten Abschnitt dargestellte Theorie der Transformation 
linearer Substitutionen an. Die in § 15 eingeführte Glei- 
chung nten Grades mit der Unbekannten co 



(2) 



^(0)) = 



«it — (O 



ö«l 



• > 



«1 



«H» — Ö> 



= 
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von Fuchs als die cum ümlaaf U gehörige Fun- 
damentalgleichung bezeichnet Da die Determinante 
A(0) nicht verschwindet, so sind samtliche Wursehi der 
Fundamentalgleichung von Null verschieden. Die durch 
die Gleichungen 

(3) 



. ^n = ymi/x + • • • + ynntfn 

dargestellten Funktionen gi, . . . , Zn bilden ebenfiills ein 
Fundamentalsystem der linearen Differentialgleichung (A), 
wenn y^, . . . , ynn iigend welche konstante Größen smd» 
deren Determinante 

yiif '"9 yiH 



ynlf • • • > ynn 

nicht verschwindet. Die durch die Gleichungen (3) dar- 
gestellte lineare Substitution, welche yi , . . . > y» m Ji^i > . . . , Ji^n 
überführt, bezeichnen wir mit T. Das neue Funoamental- 
system e^, - > > , Zn wird durch den Umlauf Vi in I\, . » . yin 
übergeführt; es sei 

f ^1 = ^1^1 + • • • + ^m^n } 

(4) 



. ^n = ^nl^l + • • • + Kn^n • 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Substitution S' 
wird erhalten, indem man T~^, 5, T nacheinander anwendet; 
man sagt, die Substitution 

gehe aus der Substitution 8 durch Transformation mit T 
hervor. In § 16 wurde gezeigt, daß die Gleichung 



(5) 



J?(a>) = 



Kl f 



Kn — 0} 



= 



mit der Gleichung Ä(a)) = übereinstimmt Die zum Um- 
lauf U gehörige Fundamentalgleichung ist also unabhängig 
von dem zu ihrer Bildung benutzten Fundamental- 
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eystem. In § 17 wurde gezeigt, daB auch die Elementar- 
teiler der Determinante B{(o) mit denjenigen der Deter- 
minante Ä(€o) Übereinstimmen. 

Wir nehmen zunächst an, die Fundamentalgleichung 
A{(o)=^0 habe lauter verschiedene Wurzeln (Oi, ..., 
a>M* Dann ist nach § 16 ein kanonisches Fundamental- 
system 

(6) 5i^i > • • • > 5i^» 

vorhanden, welches bei dem Umlaufe U die Sub- 
stitution 

(7) 1' • • • • 

erfährt. Setzt man 



Yn »= Yniyi + • • • + YnnVn 9 

SO sind die Verhältnisse der Großen yn, . . . ^ y^n nach § 16 
durch die Gleichungen bestimmt: 

{an ~ cotf) ya + • • • + «»i y^n = , 



«1* ya + • • • + (»n» — (o,) y^^ =- . 

Im Falle mehrfacher Wurzeln der Fundamental- 
gleichung ergibt sich nach § 18 und § 19 ein zum Umlauf U 
gehöriges kanonisches Pundamentalsystem. Die Deter- 
minante ^(co) habe die Elementarteiler 

(co— .o>iy*s ...., (a> — CO«)'*-, 
so daß 

/*i + • • • + /^ = » 

ist Dabei sind coiy . . . , com nicht notwendig voneinander 
verschieden. An Stelle des Fundamentalsystems y^ - - ' f ffn 
fuhren wir ein kanonisches Fundamentalsystem 

(8) Yit , Ti% , . . . , i^p ^1 (i = 1 , . . . , w) 
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ein^ dessen Elemente so in Gruppen zerfallen^ daß dem 
/!<- fachen Elementarteiler (co — oyif* eine Gruppe von 
fjLi Integralen Y entspricht. Das kanonische Funda- 
mentalsystem (8) erfährt bei dem Umlaufe U die 
Substitution 



(9) 



Yiz = (OiTi^ +Yii> (t = 1 , . . . , m) 

Yi, fii = (OiYi^ ^^ + Yi, ^^_i . 

Besitzt die Fundamentalgleichung Ä((o) = zwar mehr- 
fache Wurzeln^ sind aber sämtliche Elementarteiler co — coi, 
. . . , o> — ö)n der Determinante Ä(a)) einfach^ wobei coi , 
. . . , (On nicht sämtlich verschieden sind^ so ist ein kano- 
nisches Fundamentalsystem Y^, . . . , Yn vorhanden^ welches 
beim Umlauf U die Substitution (7) erfährt. 

Wir wissen zwar, daß ein Fundamentalsystem y^y . . . , 
yn vorhanden ist, welches bei dem Umlauf U die Sub- 
stitution (1) erfahrt, wir haben aber bis jetzt kein Mittel 
zur Berechnung der Koeffizienten %^, . . ., Akm dieser Sub- 
stitution kennen gelernt. Wir können also weder die Funda- 
mentalgleichung (2) bilden, noch das dem Umlauf U ent- 
sprechende kanonische Fundamentalsystem (6) oder (8), 
dessen Existenz wir nachgewiesen haben, wirklich berechnen. 



§ 27. Beihenentwicklnng der Integrale in einem Kreisring 
und in der Umgebung einer singulären Stelle. 

Wir beschreiben um einen Punkt der a;- Ebene, den 
wir uns zum Anfangspunkt x == gemacht denken *), zwei 
konzentrische Kreise mit den Badien iiT und Bf "^ B und 
nehmen an, da£ in der von den beiden Kreisen begrenzten 
Bingfläche 9i 

B<\x\<R 



*) Der Punkt x = a wird durch die Substitution x — a = x, 
in a/ = übergeführt. , 
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lauter reguläre Stellen der Differentialgleichung (A) liegen. 
Ist insbesondere iZ » und ist x = eine singulare Stelle, 
so geht die Ringflache in die Umgebung 

0< \x\<R 



dieser singulären Stelle über. 

Der in § 26 betrachtete geschlossene Umlauf U möge 
jetzt die im positiven Sinn durchlaufene Peripherie eines 
Kreises vom Mittelpunkt x = sein, dessen Radius zwischen 
R und Sf liegt. Hat die zum Umlauf U gehörige Funda- 
mentalgleichung — welche im Falle ü = die zum singu- 
lären Punkt x = gehörige Fundamentalgleichung 
darstellt — lauter verschiedene Wurzeln co^, . . . , cün> so ist 
nach § 26 ein Fundamentalsystem T^, . . ., Yn vorhanden, 
welches bei dem Umlauf U in 



FjL = 0>i Fl , . . . , Yn^eOnYn 

übergeht. Setzt man 

(10) CO, = c««»'«!^^ , n=-- — p=rl0gG>, (i = l, ...,»), 

27ry— 1 

so ist logco^ nur bis auf Vielfache von 2 n /— -T, r^ nur bis 
auf ganze Zahlen bestimmt. Durch den Umlauf U geht af* in 



und Yi in co,F,* über, also bleibt 



<Pi = 



af* 



ungeändert. Die in der betrachteten Ringflache eindeutige 
Funktion (pi läßt sich in eine nach positiven und negativen 
Potenzen von x fortschreitende Reihe (eine sogenannte 
Laurentsehe Reihe) von der Form 

yzs+oo 
ys: -OO 

entwickeln, welche innerhalb der Ringfläche konvergiert 
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Das FandamentalsyBtem (6) gestattet demnach in der 
Bingfläche 9t (bzw. in der Umgebung der singnliren Stelle 
X = 0) die Entwicklung 

(11) Ti=^afi<pi (»=l,...,n). 

Im Fall mehrfacher Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) 
wnrde in § 26 ein kanonisches Fundamentalsystem (8) von 
solcher Beschaffenheit gebildet, daß jedem Elementarteiler 
der Determinante Ä((Co) eine Gruppe von Int^nden ent- 
spracL Die Elemente Y^f . . . , F^ einer solchen Gruppe 
erfahren beim Umlauf U die Substitution 



(12) 



Y,^a>Y^, 

Y^ = (oYft+ Y^.i, 



wo (o eine Wurzel der Fundamentalgleichung darstellt*). 
Setzt man 

1 



(13) ö) = ^'^rir^ , r -= j=- logo) 

(wodurch r nur bis auf ganze Zahlen bestimmt ist), so geht 
af bei dem Umlauf Vi in coof über; der Ausdruck 

wird, da loga; in loga; + 2jry— 1 übergeht, in 

lI^l^ + 1 

übergeführt, der Ausdruck 

L, = Ifcl 



*) In den Formeln (9) ist der Index i bei q>, fi und den Y 
weggelassen. 
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in 

/.»= Y\ 

"*■ (*-l)! ' 

d. h. in 

Die obige Lösangsgmppe gestattet nun die folgende 
Entwicklung: 

(14) < r8 = af(9?8 + — 9?2Li + — 9?ilij, 

darin sind (p^^ tp^, . . . > 9?^ innerhalb der Bingflache 9fl ein- 
deutige Funktionen von Xy welche sich in Laurentsche 
Reihen entwickeln lassen. 

Zum Beweise stellen wir uns vor, daß die /i Funktionen 

Vi } Vi } 9^3 ^ • • • > Vt* 

durch die /i Gleichungen (14) definiert werden; wir haben 
dann nur zu zeigen^ daß diese fi Funktionen beim Umlauf U 
ungeändert bleiben. Von q>j^ ist dies ohne weiteres klar. 
Dann geht 

Hörn, Gewöhnliche Differentlalgleichnngen* 9 
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fiber in 

Ä-=^-i».(A+i), 

also ist 

Ferner geht 

Y, 1 j. 1 , 

fiber in 
es ist also 

?8 



-''»=^(5--»^--^^^^)"^- 



Usw. 

Wenn wir beachten, daß Li eine ganze Funktion ibten 
Ghrades von logo; (ohne konstantes Glied) ist, so können wir 
die Funktion J^ , die wir jetzt mit y^ bezeichnen^ auf die 
Form bringen: 

»A» — ^ < Va* + 0* - i)i Va*-i1ok^ + 0* - 1)2 y^^'iOog^y + • • • 

+vi(iog^y*-'>i 

wo tpi, . . .f tpu ii^ der Bingflache 91 eindeutige Funktionen 
von X sind. Aus der angeschriebenen Lösung ergeben sich 
aber nach einem Satze *), welchen wir unten beweisen werden^ 
die folgenden /i Lösungen der Differentialgleichung (A): 



(16) 



yg - af {V^B + 2 Vjloga? + Vi(l<«^)*> f 



welche lineare homogene Funktionen von Y^, . . . , 7^ sind. 



*) Jttrgensi Grelles Joum.; Bd. 80. 
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Indem wir diesen Satz der Bequemlichkeit halber fOr /i » 3 
beweisen^ nehmen wir an, die Gleichong (A) habe ein Integral 

yg = af <vs + 2 v^2 ^ogx + v'iOoga;)«) , 

wo tpi , iPi f ips ui der Flache 9t eindeutig und. Wenn man 
den Umlaid! U x-mal ansffihrt; geht yg in die Funktion 

über^ welche ebenso wie 

g-2K«*ryJ.)_y^ + 2(2x;ri)iy, + (2x^<)«yi 

der Differentialgleichung (A) genügt Setzt man ffir x drei 
verschiedene ganze positive Zahlen h^, x^, x^ ein, so stellen 
sich; da die Determinante 

1 , Xi , X? 
1 , X^ f x^ 
I > ^S t ^8 

von Null verschieden ist^ Vu Va tfu ^ lineare homogene 
Funktionen der drei Großen 

dar und genügen also ebenfalls der Differentialgleichung (A). 
Wenn vdr auch die Form eines Fundamentalsystems 
der linearen Differentialgleichung (A) in einem Kreisring 
oder in der Umgebung einer singulären SteUe angeben können, 
SO haben wir bis jetzt doch noch kein Mittel zur Berechnung 
der in den Entwicklungen (11) und (14) enthaltenen Expo- 
nenten r und der Koeffizienten der Laurentschen Beihen ip 
kennen gelernt 



§ 28. Yerhalteii der Lösungen eines Systems linearer 
Dlfferentialgleieliungeii in der Umgebung einer 

singnlftren Stelle. 

Die bisherigen Betrachtungen lassen sich auf das in 
§ 14 behandelte System linearer Differentialgleichungen 

(B) ^^A,t{x)yt+... + A,n{x)ifnr (i = l, ..., n) 



9 



,♦ 
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fibertragen^ dessen Eoeffirienten Aii{x) (t, ü; •-> 1 ,...., «) 
eindentage aoaljtische Funktionen der komplexen Veränder- 
lichen X sind. Die Veränderliche x mache im B^a- 
larit&tsbereich einen geschlossenen ümlanf U^ weldier das 
Fondamentalsystem 

yik} • • . ^ Vnk (Jfe ■- 1 , . . . , n) 

in ein anderes Fnndamentalsystem 

Vik t • • • > y»* (Jfe = 1 , . . . , n) 

überffihrt Nach § 14 läßt sich jede Lösung y^^ . . . , y« 
von (B) in der Form 

Vi = oiyn + . . . + Onyin (» = 1 , • • . , ») 

darstellen, wo %,..., a« Konstante sind. Ersetsen wir 
hierin y^ , . . . , y« durch yn , . . . , y^k (* — 1 , . . . , n) und 
o^ , . . . y a« durch gewisse konstante Größen aj^i , . . . , iitn ? 
so haben wir 

ytk = atiya + ... + «»•• y*» (i, * = l , . . . , n) 
oder ausfOhrlicher geschrieben 

yn *= Äiiy^i + • • • + öl» y*» ^ 

(16) ^ (i = l, ...,«) 

y*» *= Aniya + • • • + ^nVin • 

Dabei sind die Koeffizienten ct^^, . , . , Onn dieselben ffir alle 
Werte t^l, . . . ,n. 

Hat die T<^ nnil^mAnt i>1g1<>V|inng 



(hl'' o) , . . . , Ol, 



• • 



-0 



(17) Ä{a>) 

lauter einfache Wurzebi (Oi, .. ., (Ons so läßt sich das ur- 
sprunglich gewählte Fundamentalsystem durch ein anderes 

(18) Tik, ..., Tnk (*«l,...,n) 
ersetzen, welches durch den Umlauf U in 

Yikf •••> Ynk (i = l,...,n) 
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übergefährt wird, wobei 

(19) 1^ (»-l....,n) 

•V Yin •- (Oh Ytn 

10t Dieses Besoltat bleibt auch dann bestehen^ wenn die 
Deteiminante ^(co) lauter einfache Elementarteiler co ^ odj^, 
, . . , (o ^ (On besitzt^ ohne daß coi, , , . , od^ samtlich ver- 
schieden sind. 

Wir nehmen jetzt an, U sei ein Umlauf um die singulare 
Stelle rc » . Setzt man 

(20) co^=c»»'<l^ (i = l,...,n), 
so hat man 

(21) I (i-l,...,n) 

WO sich (pii, . . .y ifin in der Umgebung von o? »i in 
Laurentsche Beihen entwickeln lassen. 

Der Fall, daß die Determinante A{q}) mehrfache Ele- 
mentarteiler 

(a)--a)i)^S ..., (o) — a>i„y*- 
besitzt, wobei 

sein muß, läßt sich ahnlich behandeln wie in § 26 und § 27. 
An Stelle der Großen 

tfn f • • • j tfin (i = 1 , . . . , n) 

treten die Größen 



(22) 



f 3^*, 11 1 3^ir, 12 j ' " y rir, 1,^ ; . • . ; 

(i-1, ...,n). 
Der Umkuf U führt die Größen 
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wo » eine der Zahlen 1 , . . . ^ m ist^ über in 



(23) 



^'»«»A*« "" ^«^»«i/*« + -'^■»«,f*«-l • 



Die analytische Darstellung des Pondiunentalsysteins (22) 
vollzieht sich wie in § 27. 

Kehren wir zmn Fall einfacher Elementarteiler der 
Detenninante Ä{oa) zurück^ so wissen wir zwar, daß ein 
Fondamentalsystem vorhanden ist, welches eine analytische 
Darstellung von der Form (21) gestattet, wir haben aber 
bisher noch keine Methode zur Berechnung der Exponenten 
^1 9 • • • ; ^M und der Koeffizienten der Laurentschen Reihen 
(pii , • • • , q>Hn kennen gelernt. 

In §§ 30—32 behandeln wir ein System linearer Differen- 
tialgleichungen (B)| dessen Koeffizienten in der Umgebung 
der singulfiren Stelle o; » die einfadie Form 

Ä»(«)-^ (»,* = !,. ..,n) 

besitzen, wo sich ^a{x) bei o; »= regulär verhalt In 
diesem speziellen Falle laßt sich die Berecbiung eines Funda- 
mentalsystems verhältnismäßig leicht ausführen. 



VI. Abschnitt. 

Die Integrale einer linearen Differential- 
gleichnng in der Umgebung einer singn- 

lären Stelle der Bestimmtheit. 
Differentialgleichnngen der Fnchsschen 

Klasse. 



§ 29. Form der Koeffizienten 

einer linearen Differentialglelclinng in der Umgebung 

einer slngnlären Stelle der Bestimmtheit. 

Es sei o; » ein isolierte* singulärer Punkt der linearen 
Differentialgleichung 

d. h. im Innern eines um den Punkt o; » mit einem 
Badius J3 > beschriebenen E>eiBes li^e außer x^O kein 
weiterer singulärer Punkt*). Wir haben in § 27 nach- 
gewiesen, daß ein Fundamentalsystem von Integralen vor- 
handen ist, welches sich aus Elementen von der Form 

(2) y^x'<p{x) 



*) Ein singulfirer Punkt « as a wird durch die Substitution 
x^mmx — a in a/ = 0, der singulare Punkt sc — oo durch die Sub- 
stitution a/ = ~ in ac' = übergeführt. 

sc 
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oder von der Form 

(3) y — of[(po{x) + (pi{x)logx + . . . + (Pk{x)(logxy] 

zuBammensetet., Die darii eoAalteaen Funktionen ^ sind 
in Reihen entwickelbar^ welche nach positiven und negativen 

x\ <i B konver- 



Potenzen von x fortschreiten und für < 
gieren. Die wirkliche Berechnung der Koeffizienten der zu 
der singularen Stelle ^ = gehörigen Fundamentalgleichung 
und der Koeffizienten der in den Formeln (2) oder (3) auf- 
tretenden Laurentschen Beihen q? ist eine Aufgabe, welche 
im allgemeinen große Schwierigkeiten darbietet '"). 

Wir beginnen daher mit einem leichter zu^glichen 
besonderen Fall, in welchem diese Aufgabe von Fuchs ''^) 
vollständig gelöst worden ist. 

Wir sagen mit Fuchs, die Funktion (2) oder (3) ver- 
hält sich an der singularen Stelle x ^ bestimmt, wenn 
die Laurentschen Reihenentwicklungen der darin ent- 
haltenen Funktionen q) negative Potenzen von x entweder 
gar nicht oder nur in endlicher Anzahl enthalten ***). Wir 
nehmen an, in dem Ausdruck (3), welcher den Ausdruck (2) 
als speziellen Fall enthält, sei 

^^^^' 9^1 = ;^' •••» ^*==-^' 

wo m eine ganze Zahl ist und tpQ^ xp^y . . . , \pk Fotenzreüien 
von X , welche für x = Q nicht sämtiioh verschwinden. Setzt 
man nun ^ =» r — m, so wird der Ausdruck (3) 

y=-xß [Vo(^) + V^i(^)log^ + . . . + V*(^)Gog^)*l • 

Wir können daher voraussetzen, daß in dem ursprünglichen 
Ausdruck (3) die Reihen (p^y cp^y . • . , <pk nur positive Po- 
tenzen von X enthalten und för :r = nicht sämtlich ver- 
schwinden und daß in dem Ausdruck (2) die Potenzreihe tp{x) 



*\ Vgl. Abschnitt Vin. 

**) In den grundlegenden Arbeiten y^Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit veränderlichen Koeffizienten^' (Grelle^ 
Journal, Bd. 66 u. 68). 

***) Nach einer von Thomö eingeführten Ausdrucksweise sag^ 
man in diesem Falle, die Funktion verhält sich an der singularen 
Stelle = regulär. Dabei wird jedoch das Wort ,;regulär'' in 
anderem Sinne gebraucht als im Text. 
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für :r = nicht verschwindet. Ist diese Voraussetznng er- 
iSüt, so sagt man^ die Funktion (2) oder (3) gehört zum 
Exponenten r. 

Wir nehmen nun an^ die Differentialgleichung (1) besitze 
ein PundamentalsyBtem von Lösungen, welche rieh an der 
singnlaren Stelle x=^0 samtlich bestunmt verhalten; die 
StdUe ^ = wird dann als singulare Stelle der Be- 
stimmtheit bezeichnet. 

Wenn sich nicht alle Losungen der Differentialgleichung 
an der siogulären Stelle rr = in dem definierten Sinne 
bestimmt verhalten, so ist x = eine singulare Stelle der 
Unbestimmtheit (ünbestimmtheitsstelle) *). 

Wir beweisen den Satz: 

Soll X = eine singulare Stelle der Bestimmt- 
heit sein, so muß die lineare Differentialgleichung 
die Gestalt haben: 



(A) 



daf''^ X dar-^ '^ x^ da^'^ "^ " " 



worin 5ßi(aj), ^i{x), ..., 5ßn(^) in der Umgebung von 
x=^ reguläre Funktionen sind. 

Der Satz gilt zunächst für eine Differentialgleichung 
erster Ordnung 

Wir nehmen an, dieselbe habe eine Lösung von der Form (2) 

y^af<p{x), 

wo (p{x) eine in der Umgebung von :v » reguläre Funktion 
darstdlty welche für x = nicht verschwindet Nun folgt 
aus der Differentialgleichung 

dx X q>{x) 



*) Vgl. Abschnitt YII und YIII. Bei Benutzung der 
Thom^schen Ausdrucksweise spricht man dann von irregulären 
Integralen. 
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wegen 9!>(0) ^ hat man 

wo ^{x) in der Umgebang von ^ » r^ular ist 

Wir zeigen, daß der ausgesprochene Satz for eine 
Differentialgleichung nter Ordnung gilt, wenn er für eine 
Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung als bewiesen vor- 
ausgesetzt wild« 

Ist x^Q eine singulare Stelle der Bestimmtheit ffir 
die Differentialgleichung (1), so ist eine Lösung von der 
Form (2) 

y^=oif(p{x) 

vorhanden, wo q){x) eine gewöhnlidie Potenzreihe von x 
und 97(0) von Null verschieden ist. Setzt man 

(4) y^yifssdx, 

so genügt einer Differentialgleichung (n » l)ter Ordnung 

deren Koeffizienten Qi, ..., Qn-i mit den Koeffizienten 
Pi, . . . , Pn von (1) vermöge der in § 12 abgeleiteten 
Gleichungen zusammenhangen: 

e,.,-i.((»)...^+..+(2).p,.,^+j>...,.). 

Aus einem Fundamentalsystem von (1), dessen samt- 
liche Elemente sich bei ^ = bestimmt verhalten^ ergibt 
sich vermittels der Gleichung 

d y 

dx y^ 



(6) 
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ein Fondamentalsystem gleicher Beschaffenheit von (5). Ist 
der ausgesprochene Satz für die Differentialgleichnng (5) 
gültig; so hat man 

wo sich Dj, Dg, . . . , Dn-i bei a? = regol&r verhalten. 
Die Gleichungen (6) schreiben sich: 



-P» = ft - (w)»^: (« - IX -Pi 



yi yi 



> 



■P«-l = ö«-l — (W)n-l ... — (2)iP„-2 



yi yi 

Setzt man für Q^y Q^, . . . , Qn-i die obigen Ausdrücke ein 
und beachtet man^ daß 

(y = l, 2, ...) 



yi ^'<p{^) 

gleich einer durch iif dividierten regulären Funktion von x 
iaty so erhält man 

WO ?ßi, 5^2^ • • • ^ ^«-1 bei o; = reguläre Funktionen 
von X sind. 

Setzt man in der Differentialgleichung (1) y = yi und 
lost man nach P» auf, so erhält man 

d^yi d^-^yi <?yi 

-, dic" p da^-^ p da; 



»1 * »1 " yi ' 
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daraus folgt 

(8) ^^-^> 

WO $»(a;) sich bei ^ = regulär verhalt 

Der ausgesprochene Satz war zunächst für n = 1 bewiesen ; 
aus seiner Gültigkeit für eine Differentialgleichung (n— l)ter 
Ordnung folgt seine Gültigkeit für eine Differentialgleichung 
nter Ordnung; damit ist seine allgemeine Gültigkeit bewiesen. 

Daß sich auch umgekehrt sämtliche Integrale der 
linearen Differentialgleichung (A) in der Umgebung der 
ringolären Stelle x i bestimmt verhalten, erkemie^ wir, 
indem wir in § 33 und § 34 cUe Beihenentwicklung der 
Integrale in der Umgebung von x = Q wirklich herstellen. 

Die lineare Differentialgleichung (A) 

läßt sich auf das folgende System von n linearen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung mit den n abhängigen Yeränderlichen 



(9) 



dv cPv 



_„ 1 **■'» 
J'« = ^-^^ 



znrfickfuhren: 



#1 



(10) 









+ («-i-5ßi)y„. 
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Im nächsten Paragraphen betrachten wir ein allgemeineres 
Differentialsystem (B), dessen Lösungen sich^ wie wir sehen 
werden, an der singularen Stelle x=0 bestimmt yerhalten* 

Wir sagen, eine Losung 

yi^aftpiix) (» = 1, ..., w) 

oder 

Pi ^af[(pio{x) + (pii{x)logx + . . . + <Pik{x)(logxy] 

(i=l, ..., n) 

eines Systems linearer Differentialgleichangen, welche sich 
an der Stelle x = bestimmt verhalt, gehört zum Ex- 
ponenten r, wenn sich die Funktionen <pi bzw. q>iOf tpn, 
' ' *f V*h {i^lj • . . ; n) nach ganzen positiven Potenzen 
von X entwickeln lassen, aber für ^ = nicht samtlich 
verschwinden. 



§ 30. EIb System linearer Differentialgleieliiiiigen mit 
einer singnUren Stelle der Bestimmtheit. 

In dem Differentialsystem 



(B) 



X^ = 5P«l(^)yi + . . . + ^nn{x)yn 



sei 



(11) ^ik{x) — o*» + aikX + c^ix^ + ... (i, * = 1, ..., n) 

eine Potenzreihe von a?, welche für hinreichend kleine Werte 
von 1^1 konvergiert; o; = ist eioe singulare Stelle von (B),, 
wenn o^i , . . . , ann nicht sämtlich verschwinden *). 
Wir setzen 



(12) 



ZW- 



(hi-r 



. , Äi 



(f'nl } 



• f ^nn "~" ^ 



*) Zu $§ 30—32 vgl. Hörn, Math. Ann., Bd. 39 sowie das 
§ 14 angefOlurte Werk von Sauvage.. 
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und bezeichnen die Wurzeln der Gleichung »ten Grades 
f{r)^Oy der zur singulären Stelle x^O gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichung, mit 

Wir suchen das System (B) durch Beihen von der Form 
Vi — gi(^} r) = af(gio + gnx + g^x^ + • • •) 

oo 

'^gtrOf-^* (t = l,...,n) 



(13) 



zunächst formell zu befriedigen. Durch Einsetzung der 
Beihen (13) in die Differentialgleichungen (B) und Yer- 
gleichung der Koeffizienten von (xf erhalt man die Gleichungen 

1(«ii — r)g^Q + . . . + ainflfno — , 

«~xfto + . . . + {Onn — r)flfnO — ; 

die Vergleichung der Koeffizienten von of +•' (r = 1 , 2 , . . . ) 
ergibt die Gleichungen 

(«11 —r — v)giy + • . . + «mflfwy = fiiy > 
(15) - . 

. »»iflfly + : • • + («n« — r — V)gnr = ^y y 

WO 

n H tt 

eine lineare homogene Funktion der Größen 

ü^l/* * • • • > fl'n;» (/A = , 1 , . . . , y — 1) 

ist. 

Sollen die Gleichungen (14) durch Werte ^lo> •••^jlliia 
befriedigt werden , welche nicht sämtlich verscnwinden, so 
muß r gleich einer der Wurzeln r^ , . . . , rn der Gleichung 
f{f) = sein. Sind unter dieser Voraussetzung jfio^ • . -^ 9«o 
den Gleichungen (14) gemäß gewählt und ist /*(r-f^)> die 
Determinante der Koeffizienten von g^^^ - - * } gny iu den 
Gleichungen (15), für v = 1, 2, 3, ... von Null verschieden, 
so gestatten die BekursionKEormeln (15) die sukzessive Be- 
reclmung der Größen jfi^ , . . . , ^f,,^ (r == 1, 2, 3, . . .). Sind 
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die Wurzelii r^^ . . . , Tn der determinierenden Fundamental« 
gleichung f{r) » voneinander verschieden und weisen sie 
keine g^anzzahligen Differenzen auf, so sind für r = ri 
{i^l, . . ., n) Sie angegebenen Bedingungen erfüllt Jedem 
dieser n Werte von r entsprechen Reihen von der Form (13)^ 
welche das Differentialsystem (B) formell befriedigen. Es 
ist zu prüfen^ ob diese Reihen in einer gewissen Umgebung 
der Stelle x = konvergieren. Wir führen jedoch die Kon- 
vergenzuntersuchung in etwas abgeänderter Form, um nach- 
her auch die Ausnahmefälle (mehrfache Wurzeln der Glei- 
chung f{r) = oder ganzzahlige Differenzen zwischen den 
Größen r^, . . . , r») behandeln zu können *). 

Lassen wir die Gleichungen (14) zunächst außer Betracht 
und sehen wir r als unbestimmte Größe an, so lassen sich 
vermittels der Formeln (15) für r = 1 , 2 , . . . die Größen 
9ii} 9i2 9 • • • durch die j7«o (^ =^ 1 ^ • • * ? ^) ausdrücken : 

(16) 9i. = ^ Ar+l)...Ar + r) ^*^ ' 

wo ^ui^) ^^^ ganze rationale Funktion von r darstellt. 
Statt sämtlidie n Größen ^«o (^ ^ 1 ^ • • • ^ ^) unbestimmt zu 
lassen, können wir uns darauf beschranken, eine oder 
mehrere der Gleichungen (14) auszuscheiden, während die 
übrigen Gleichungen (14) dazu benutzt werden, einen Teil 
der Größen ^lo, ..., ^no durch die übrigen unbestimmt 
gelassenen auszudrücken. Es sei n eine ganze positive Zahl, 
welche nicht kleiner ist als die absolut größte unter den 
etwa zwischen r^ , . . . , rn bestehenden ganzzahligen Diffe- 
renzen. Ist r einer der Werte r^ ,*..., r« , so ist fix + v) 
für v^n sicher von Null verschieden, während sich unter 
den Größen /l(r + 1) > . . . , /*(r + n) verschwindende befinden 
können. Für die noch unbestimmt gelassenen Größen 9^0, 
• • • > 9nQ setzen wir solche ganzen rationalen Funktionen 
von r^ daß sich im Nenner von 94^ diejenigen Faktoren 
w^heben, welche verschwinden, wenn man für r einen der 
Werte r^ , . . . , r» setzt. Wir beschreiben in der Ebene 



^ Vgl. die von Fr ob enius (Grelles Journal, Bd. 76) auf eine 
BiffBrentialgleichung nter Ordnung angewandte Methode. 
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der komplexen Ghröße r kleine Kreise um die Punkte r^, 
. . . , Vn und nehmen r in dem Gebiete SR , welches aus der 
G^amtheit der von diesen Kreisen eingeschlossenen Flachen 
besteht, willkürlich an. Auf dem angegebenen Wege ergeben 
sich samtliche </,> als Funktionen von r, welche sich im 
Gebiete SR regulär verhalten. 

Die 80 berechneten Beihen (13) genügen, weil die 
Gleichungen (14) nicht erfüllt sind, nicht den Differential« 
gleichungen (B), sondern den Differentialgleichungen 




=1 
Unter Anwendung der Bezeichnung 

schreiben sich diese DifferentialgleichuDgen : 



(17) D<(yi , . . . , yn) =Xa»*fl'*o • ixf — rgio^f. 



ftsl 



Wir zeigen, daß die Beihen (13) gleichmäßig konvergieren, 
wenn |^l hinreichend klein angenommen wird und r dem 
Gebiete m angehört 

Durch Auflösung der linearen Gleichungen (15) er- 
gibt sich 

(18) g,,^2!f^jt{r + v)H,, (*=1, ...,»); 

dabei wird fa (r) erhalten, indem man die Unterdeterminante 
des Elementes a,* (bzw. a,-,- — r, wenn t = Jfe ist) der Deter- 
minante (12) durch die Determinante f(r) dividiert. 

Da f{r + v) für keinen Wert r des Gebietes 91 ver- 
schwindet, wenn r > n ist, so wird der Ausdruck 

vfik{r + v), 

welcher als Quotient zweier ganzen Funktionen nten Grades 
von V erscheint, für v > n nicht unendlich groß und hat für 
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r ^oc einen endlichen Qrentwert« Es läßt sieh also eine 
endliche positive Größe F so angeben^ daß für alle r- Werte 
des Gebietes SR 

\vfa(r + v)\<r (r>tt) 

ist 

Wenn die Beihen 

welche für x = verschwinden, für W ^ ^ konvergieren 
und wenn ihre absoluten Betrage im Grebiete |^| ^ § die 
positive Größe M nicht überschreiten, so ist nach einem 
in § 2 bewiesenen Satze 

Man kann Jf beliebig klein machen, indem man g hinreichend 
klein waUt Wir denkai uns q so angenommen, daß 

ist. 

Wir wollen zeigen, daß eine von r unabhäugige end- 
liche positive Größe G so vorhanden ist, daß für alle 
r-Werte des Gebietes JR 

(19) \9iA^^ (// = 0,1,2,...) 

ist. Zunächst können wir O so groß annehmen, daß die 
Bedingung (19) für ßi^n erfüllt ist Wir setzen nun 
voraus, sie sei für /* = , 1 , . . . , r — 1 erfüllt, wo v > n 
ist. Dann ist 

,rr ,_ Jf G^ . . MG, M^ vnMG 

Q Q^ Q^ ^ Q Q ^ 

und 

, ^ r vnMG n^FMG 



oder wegen n^ FM ^ 1 

\9ky\^—, 

d. L die Bedingung (19) ist auch für /i ^ v erfüllt. 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 10 
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Es ist also far |^| ^ ^ und ffir alle Werte r des Ge- 
bietes SR 



\g,,ar\^G{^J ; 



Q 
da die Reihe 

CO , v. ^ 



2«(f)'-, « 

Q 

wenn die positive Größe ^^ < ^ beliebig gewählt wird, 
für \x\ ^ Q^ gleichmäßig konvergiert, so ist die Reihe 



oo 



2^\9iy^ 



ysO 



f&r 1^1 ^q' und für alle Werte r in 9% gleichmaßig kon- 
vergent, w. z. b. w. 



§ 31. Beihenentwicklnng der Losungen in den ein- 

facksten FSllen. 

I. Wir nehmen zunächst an, die Determinante f{r) 
habe lauter einfache Elementarteiler 

wobei r^ , . . . , r» nicht notwendig verschieden sind ; vor- 
läufig soll zwischen r^ , . . . , r«» keine (von Null ver- 
schiedene) ganzzahlige Differenz bestehen. Das 
System (B) läßt sich nach § 20 durch eine lineare Trans- 
formation der abhängigen VerilnderUchen auf die Form 
bnngen: 

(20) x^ - ny, + a:J;a;»y* + a?»J;a{1fey» + . . . 

(» = 1, ...,n), 
so daß in dem System (B) 

angenommen werden kann. 
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Wir denken uns^ wie im vorangehenden Paragraphen^ 
die Reihen (13) gebildet, indem wir g^Q=^0, . . . , ^no = 
annehmen^ aber iQr g^Q eine beliebige Funktion Q^{r) setzen, 
welche für r = ri nicht verschwindet. Diese Reihen genügen^ 
wenn r unbestimmt bleibt, den Gleichungen 

(21) A(yi, ..., y«) = -(r-n)jf,o(y)af (i=l,...,n). 

Ffir r ^r^ verschwinden die rechten Seiten dieser n Glei- 
chungen. Man hat also die Lösung des Differential- 
systems (20): 



oo 



yn'=^^'2^9ir{ri)oi^ 



(i = l, ...,n), 



y=0 



welche zum Exponenten r^ gehört, da gioi^i) von Null ver- 
schieden ist. 

Indem man r^, . . . , r^ ebenso behandelt wie r^ y er- 
hält man den Satz: 

Hat die Determinante f{r) lauter einfache 
Elementarteiler r — r^^ ..., r^-tn und besteht 
zwischen r^y . . . , r„ keine (von Null verschiedene) 
ganzzahlige Differenz, so besitzt das Differential- 
system (B) ein Fundamentalsystem von Lösungen 
von der Form 



' Vii'-^'^PiMy 



(21) 



y^i^^oif^cpniix) y 



. yin = a^»9^1n(a?), 



Vnn '=' Ofn (p^^(x) , 



WO q>ii , . . . 9 q>nn Potenzreihen von x sind. 

DaB die so erhaltenen n Losungen ein Fundamental- 
system bilden, geht daraus hervor, daß die Determinante 



• » # 



Vn 



Vnl 



Vi 



n j 



fnn 



== af^-^*"+^nq)(x) 



nicht identisch verschwindet. Es ist nämlich 



(p(x) 






10^ 
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w^eii 

MO)«flrf(n)^0, 9',»(0)-0 (i:s*) 

ist 

9^(0) ¥^0. 

Aus dem in § 30 geführten Konvergenzbeweis geht 
hervor, daß die Beihen q>a{x) in einer gewissen Umgebung 
der Stelle x = konvergieren. Eine Losung des Systems 
(B) kann sich nur an denjenigen Stelleu sin^är verhalten, 
welche wir früher als singulare Stellen des Differentialsystems 
bezeichnet haben; es sind dies die singularen Stellen der 
Koeffizienten. Der Konvergenzbezirk der Reihen (21) 
reicht also sicher bis zu der dem Punkte ^==0 
nächstgelegenen singularen Stelle. 

Das Fundamentalsystem (21) erfahrt bei einem posi- 
tiven Umlauf der Veränderlichen x um die singulare Stelle 
^ ^ die Substitution 

(i = 1 , . . . > ») 

Pin = ^"^^^^tfin . 

Die Vergleichung mit Formel (19) des V. Abschnitts lehrt, 
daß zwischen den Wurzeln a)^ , • . • , con der zu ^ = ge- 
hörigen Fundamentalgleichung und den Wurzeln r^ , . . ., r» 
der determinierenden Fundamentalgleichung der folgende 
Zusammenhang besteht: 



CD* 



c»*r»yrr (*=1, ...,w). 



Während die im V. Abschnitt eingeführten Großen r-^, . . .^r^ 
nur bis auf ganze Zahlen bestimmt waren, liefert die deter- 
minierende Fundamentalgleichung vollständig bestimmte Ex- 
ponenten r^ y . . . , r» . 

n. Wir nehmen jetzt an, die determinierende Funda- 
mentalgleichung f(r) = besitze eine mehrfache Wur- 
zel Tqj welche von keiner anderen Wurzel um eine 
ganze positive Zahl übertroffen wird. Die Deter- 
minante f{f) habe den mehrfachen Elementarteiler 



\ 



§ 31. Beihenentwioklung der Losungen. 
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(r -^ foV* . Es ist nicht ausgeachlosseQ; daß daneben noch 
Elementarteiler (r — r^' ^ . . • vorbanden sind 

Nach § 20 denken wir uns das System (B) durch eine 
lineare Transformation auf die Form gebracht: 



(22) 






^-^-^•oy/* + yA*-i + ---; 



Wir setzen 

Sf^-i,o(r) = (r^r-o)8(r), g^o{r) -^ Q{r) , 

^^ 0(^o)¥^O ist, wShrend die übrigen Größen gio{r) gleich 
Null angenommen werden. Unter der oben gemachten 
Voraussetzung wird für r = Tq keine der Größen gi^ 
(y » 1, 2; . . .) nnendlich groß, da keiner der im Nenner 
enthaltenen Faktoren /(r + 1) , /"(r + 2) , . . . für r^r^ 
verschwindet Die so bestimmten Funktionen yi=^gi{x, r) 
mit der Unbestimmten r genügen den DifferentisJgleichungen 

(23) Djtdfi y'"fyn) = {rogto + gk-i^o}^ — rguoixf = 
1 (i = 2,...,/i) 

usw. Auf der rechten Seite der ersten dieser Gleichungen 
steht eine Funktion vop r, welche für rs=ro nebst ihrer 
ersten, zweiten, . . . , {/i^ l)ten Ableitung versdiwindet. Da 



g^A(yi, '*',yn) j. (B^vi 3Vn\ 



(A = l,2,...) 
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kt, so besitzt das Diflferentialsystem (22) die dem ^u^fadien 
Elementarteiler (r — r^ entsprechenden fi, Lösongen 



(24) 



oder 



ldgi{x, r) \ 

^" " \~8r-Lr, ' 

l d*g,(x, r)\ 



(25) 



CO 



ya = a^*>if.ii(*-o)i»',. 



•r=( 



ya = ^•^i^r(ro)a?' + ^•2'i'''''(^o)^ • log^^ 



y=0 



r=0 



Viz = i«^«2^<^ir(^o)^ + 2afo Vj{,(ro)ar • loga; 



r=ü 



oo 



+ ixf'y^9iA^o)^ • (loga;)S 



V=l 



y<M = «'?£'5fc-'^(ro)«'+.C«-l)af2'i'^" Vo)«'-log« 



r=0 r=0 



r=i 



Da 9/to(^o)n'^0 ^^^ 3^ kommen notwendig Glieder mit 
loga;> . . . , (logic)'*"* vor. 

Unter Anwendung der Bezeichnung 

oo 

oo 
r=0 



r=0 
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schreiben wir die nachgewiesenen Lösungen: 

Vit « ^^[<Pit(p) + 9^a(^)loga:] , 



(26) 



+ (iU— i;^9?,-,^-f(ir)(loga:)2 + . . . + 9^.i(a:)(loga:y*-^] . 

Diese )u Lösungen sind linear unabhängig; denn be- 
stände eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten^ 
die wir z. B. für /^ = 3 anschreiben: 

Ciyn + C2y,2 + Ciy.s = . (i = 1 , . . . , n) , 

so würde dieselbe durch Nullsetzen der Koeffizienten von 
(logic)^, (\ogxY y (\o%x)^ zerfallen in 

Cz(Pii(x) = , 

C2<Pii{x) + 2Cz(pii(x) = , (i =J. , . . . , w) 

Ci9?,i(ir) + C2<Pii{x) + Cs9>,-3(^) == . 

Setzt man hierin x = und beachtet man^ daß <Pzi{0)=l=0 
ist, so ergibt sich Cg = , Cg = , (7i = . 

Wir haben den Satz bewiesen: 

Einem /^-fachen Elementarteiler (r — r^y* der 
Determinante /*(r) entsprechen, wenn die Gleichung 
f{r) = keine-Wurzel rg + v (v = 1, 2 , . . .) besitzt^ 
fi linear unabhängige zum Exponenten rg gehörige 
Lösungen des Differentialsystems (B) von der 
Form (26); darin sind 9?, i > 9?»2 > • • • Potenzreihen von x . 

Wie oben ergibt sicb^ dajB der Konvergenzbezirk dieser 
Potenzreihen bis zu dem dem Punkte ^ = nächstgelegenen 
singulären Punkt reicht 

Der ausgesprochene Satz bleibt bestehen ^ wenn neben 
dem Elementarteüer (r — r^^ noch andere Elementarteiler 
(r — ro)'*', ... vorhanden sind. Jedem dieser anderen 
Elementarteiler entspricht ebenfalls eine Gruppe von Lösungen^ 
die sich nach der angegebenen Methode bilden läßt. Man 
beweist ähnlich wie oben, daß die sämtlichen /^ + /i' + . . . 
Lösungen, welche zum Exponenten r^ gehören, linear un- 
abhängig sind. 
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§ 32. Ganzzahlig« DUferenzeii zwisehen den Wurzeln 
der determinierenden Fnndamentalgleif linng. 

m. Es seien jetzt 

* 

einfache Wurzeln der Gleichung f{r) = Oy und die 
Differenzen 

seien ganze positive Zahlen; es sei aber keine weitere 
Wurzel vorhanden^ welche sich von den angegebenen um 
ganze Zahlen unterscheidet 

Dann ist r — r^ als einfacher Faktor in f{f) enthalten, 
(r + ri~rj)-ri = r-r, in /•(r + r^-r,), {r + r^-r^)^r^ 
mmr~-r^ in fif -\'r^ — r^ usw.; femer r — r^ in f{r) , 
(r + rj — rj) — rj«=r — rg in f{r + r^—r^) usw., r — r^ 
in /(r) usw. Wir setzen 

9i0 = (♦=*!> •••>*») ^ 

r — Ti 

Ä4> == (i = w + 1 ,...,») ; 

g^(r) soll für t ^r^yt^^r^y ... von Null verschieden sein. 
Dann wird 

^ _ V ^l^T) (r~n)(r~r,)Mr-->r3)s...fl>(r) 

^o fi^y(^) ^ ^ =" ^1 > ^2 » ^s 9 * • * endlich ist. Die Größen 

fl'.rW (»' = 0, 1, ...,rj-rj-l) 

enthaltet den Faktor r — r^ , weü dieser in /*(r + 1) , . . . , 
/*(r + fi — fg — 1) nicht vorkommt; die Größen 

9iy^) i»' = 0, 1 , . . . , r^ - rs - 1) 

sind durch (r — rg)^ teilbar, denn keine der Größen 

/*(r + 1) > • • • ^ A^ + '"2 ~~ ^8 — 1) enthält den Faktor r — r^\ 
die Grrößen 

fl'ivW C»' == ^2 — ^S , • • • > n — ^8 - 1) 



§ 12. Qanizfthlige BifTeraimn tuw. 
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(27) 



sind nur durch r — r^ teilbar, weil sie im Nenner die dmoh 
r — r^ teilbare Größe f{r 4- **2 "" **8) enthalten. Usw. 

IMe so bestimmten Funktionen yi=^gi{Xyr) genügen 
den Di£Perentialgleiohungen 

' I>iiyi ^ • • • I yn) = — (r — ri)giiiaf 

= - (r - r^){r - r^Y{r - r,)» . . . fl,(r)af 

(i = 1 , . . . , f») , 

Bi(y^ , . . . , y„) = (i = w + 1 , . . . , n) . 

Jeder der Ausdrucke Di verschwindet also ffir r = r^ , er 
verschwindet nebst seiner ersten nach r genommenen Ab- 
leitung ffir r ^r^j nebst seinen beiden ersten Ableitungen 
für r = Tq usw. Unser Differentialsystem besitzt demnach 
die Lösungen 

usWv ^^ ^^^ nicht sämtlich linear unabhängig sind, und 
von denen wir nur die folgenden beizubehalten brauchen: 



(28) 



< 






Die Lösung 



oo 



ya = a;''iVflf,v(ri)a;' 



r = 



gehört zum Exponenten r^ , da g^Q (r^) von Null verschieden 
ist. Die Lösung 

oo oo 

9ii « afi^fl<r(r8)a^ + af« Vflf,>(r2)a^ • loga? 



r=Ü 



r=l 
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gehört zum Exponenten r^ , da j|fso(^a) einen von Null ver- 
schiedenen Wert haty und die Lösung 



oo oo 



y.'8 = ^*^gfiv(rz)^ + 2af^^9iA^s)^ • log« 



oo 



zum Exponenten Tq , da ^soC^s) i^icht verschwindet; usw. 

Daß die m Losungen (28) linear unabhängig sind^ er- 
gibt sich beispielsweise für m = 3 folgendermaßen. 

Aus einer linearen Relation mit konstanten Koeffizienten 

CiPii + Ciffa + CsPis = (i = 1 , . . . , n) 

folgt durch Einsetzung der obigen Ausdrücke und Ver- 
gleichung der von Logarithmen freien Glieder 

Durch Division mit af* und Nullsetzen von x erhalt man 
Ci^ioW^O; wegen flf«o(^8)^0 ist Cg^O. Dividiert 
man jetzt durch af* , so hat man für o; » C^gio {Ti) = ; 
es ist aber 920(^2) =^ und daher C^ = . Schließlich er- 
halt man, wenn man nach Division mit af^ x ^^0 setzt, 
Cigio{r^) == 0; da ^io(**i)^0 ist, muß C^ = sein. 

Die allgemeinste zum Exponenten r^^ (ji = l, 2, , . . ^ m) 
gehörige Lösung pi ist eine lineare Verbindung von 
yn} y.Ä , . . • , yt> • Der Ausdruck 

00 

r = 

welcher sich oben als Lösung ergeben hatte^ beginnt^ da 

9iv(r2) (v « , 1 , . . . , rj — rg — 1) 

verschwindet, mit dem Gliede 

er gehört also^ falls er nicht identisch verschwindet, zum 
Exponenten r^ und unterscheidet^ sich daher von tfn nur 
durch einen konstanten Faktor. Ähnlich erkennt man, daß 
sich auch die übrigen oben nachgewiesenen Lösungen auf 

ynf ?/.«) ?ffSi ' • • zurückfübron lassen. 
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Der Faktor von logo; in dem Ausdmck für y,2 , welcher 
mit gi{Xy r^) überemstunmt^ unterscheidet eich nur durch 
einen konstanten Faktor von yn, wofern er nicht identisch 
verschwindet Die Koeffizienten von log:r und (logo;)' im 
Ausdruck für ^,3 gehören^ da 

pJr(r8) = für v = 0, 1, ...,r2 — rg — 1, 
flf.>(r8) = für r«0, 1, ..., rj — rj — 1 

ist; im allgemeinen zu den Exponenten r, bzw. r^ , siel 
können aber auch identisch verschwinden. 

Wir können hiemach den Satz aussprechen: 
Wenn sich die einfachen Wurzeln **i, »"2^ ^'s* --^ 
der determinierenden Fundamentalgleichung mit 
den ganzzahligen positiven Differenzen f^ — fj^ 
rg — rj,... von keiner anderen Wurzel um ganze 
Zahlen unterscheiden, so gehören zu den Exponen- 
ten r^^ rj^ rg, .. . linear unabhängige Lösungen des 
Differentialsystems (B) von der Form 



(29) 



worin die <p Potenzreihen von x sind. 

Daß alle q> lineare Verbindungen von <piiy <pi%y <piZf ... 
sind; folgt auch aus dem Satze am Schluß von § 27. 

Die Wurzeln r^ , f 2 , ^3 ? • • • ^ welche die ganzzahligen 
positiven Differenzen r^ — r^-, ^2 ~" **8 > • • • bilden, sich aber 
von keiner anderen Wurzel um ganze Zahlen unterscheiden, 
sollen jetzt bzw. die Yielfachheitsgrade i^y i^y i^j * ^ be- 
sitzen. Besitzt die Determinante f{r) i^ einfache Mementar- 
teiler r — rij i^ einfache Elementarteiler r — r^y . . . , so 
haben, wie sich ähnlich wie oben ergibt, i^ Lösungen die 
Form von y,i, X^ Lösungen die Form von ya usw. In 
betreff des Falles, daß den Wurzeln r^ , r2 , rg , ... melu> 
fache Elementarteiler entsprechen, sei auf MaÜi. Ann., Bd. 39, 
8. 404 ff, verwiesen*). 



*) In % 34 ist das Resultat fOr eine lineare Differential- 
gleichung nter Ordnung kurz angegeben. 
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In allen Fallen lassen sich vermittels algebraischer 
Beohenoperationen n linear unabhängige Lösungen des 
PifferentialsjnBtems (B), die sich an der singularen Stelle 
x^O bestimmt verhalten, so bilden, daß jede Lösung an 
einer der Wurzeln r^ , • • • 9 ^m der determinierenden Fqnd^^ 
mentalgleichung gehört Die Stelle x ^0 ist also eine 
singulare Stelle der Bestimmtheit für das System (B)^^ 
Übrigens ist (B) nicht das allgemeinste System linearer 
Differentialgleichungen, welches x =^0 zur singularen Stelle 
der Bestimmüieit hat*). 



§ 33. Die lineare Differentialgleidiaiig nter Ordnung 
mit einer singnliren Stelle der Bestimmtheit. 

Das am Ende von § 29 angeschriebene System linearer 
Differentialgleichungen (10), auf welches die lineare Differen- 
tialgleichung nter Ordnung (A) zurückgeführt wurde, hat 
die determinierende Fundamentalgleichung f{r) « 0, wo 

-r, 1 

1-r, 1 

2-r, 1 



-m= 



-5p„(0),-5ß._i(0), -5ßn-2(0), . . . ,n-l-r-5ßi(0) 
oder 

(30) /(r) = r(r-l)...(r-n + l) 

+ r(r-l)...(r-» + 2)$ßi(0) + .. + r5p„.i(0) + 5ßn(0) 

ist. Die Gleichung nten Grades 

(31) /(r) = 

heißt nach Fuchs die zur singularen Stelle x^O ge« 
hörige determinierende Fundamentalgleichung 
(determinierende Gleichung^^ nach Frobenius) der Differen- 
tialgleichung (A). 

Ist r = rQ eine ßi-tache Wurzel der Gleichung /*(r) = 0, 
so ist (r — TqY ein /«-facher Elementarteiler der Deter« 
minante f{r). Denn streicht man in dieser Determinante 



*) Vgl Sauvage, a. a. 0.; Hörn, Math. Ann., Bd. 40; 
Schlesinger, Grelles Joum., Bd. 128. 
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die erste Kolonne und die nte Zeile, so bleibt die Deter^ 
minante {n — l)ten Grades 

1 
1-r, 1 

2-r, 1 



n — 2--r, 1 

nbrig, welche den Wert 1 hat Da die Determinante f{r) 
durch (r — r^y* teilbar ist, aber nicht sämtliche Unterdeter- 
minanten (n — l)ten Grades für r = rQ verschwinden, so hat 
/(r) den Elementarteiler (r — TqY . Während bei dem in 
§§ 30 — 32 behandelten allgemeineren Differentialsystem (B) einer 
mehrfachen Wurzel der Gleichung f{r) = mehrere Elementar- 
teiler der Determinante /(r) von geringerer Yielfachheit ent- 
sprechen konnten, gehört jetzt zu jeder mehrfachen Wurzel 
ein einziger Elementarteiler von derselben Vielfachheit. 

Hiemach können wii* die in §§ 31 und 32 aufgestellten 
Sätze über das Differentialsystem (B) auf die lineare Dif- 
ferentialgleichung nter Ordnung (A) übertragen. 

Hat die determinierendeFundamentalgleichung(31) lauter 
einfache Wurzeln r^, . . . , r«, zwischen welchen keine ganz- 
zahlige Differenz besteht, so besitzt die Differentialgleichung (A) 
ein Fundamentalsystem von n Lösungen von der Form 

(32) yi'=ix^'*<Pi(x) (* = l,...,n), 

wo (pi{x) eine Potenzreihe von x darstellt, welche für ir = 
nicht verschwindet. 

Einer /«-fachen Wurzel r^ der detemunierenden 
Fundamentalgleichung, neben welcher keine Wurzel Tq -{-p 
(v = 1 , 2 , . . . ) vorhanden ist, entsprechen ßi linear unab- 
hängige Lösungen von der Form 

y^ = cif^[q)^{x) + <Px{x)\ogx] , 

yg = cif^[(p^{x) + 2(p^{x)\of^x + 9^1 (a;) (loga;)2] , 



(33) 



y^ = ixf^[(Pf,(x) + (ii— l)<p^-i{x)\ogx 

+ iji'-l\q)i,^i{x)(}ogxy + ... +q>x(x)i^ogxY'^]f 
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worin <Pi{x)y . . . , <Pfi{x) Potenzreihen von x sind und 9>i(0) 
von Null verschieden ist, so daß die Logarithmen nicht 
fortfallen können. 

Hat die determinierende Fundamentalgleichung die 
einfachen Wurzeln r^fT^jT^y ... und sind die Diffe- 
renzen r^ — r,, ^j— r,, ... ganze positive Zahlen, 
ist aber keine weitere Wurzel vorhanden, welche eine der 
angegebenen um eine ganze positive Zahl übertriffi^ so sind 
Lösungen von folgender Form vorhanden: 

y^ =. 0(f^(p^(x) + X'^(p^^(x)\0gX , 

Vz = ix^*<pA^) + c(f^(Pf^^^{x)\ogx + af^9?82(a?)(loga:)« , 



<34) 



wo die 9? Potenzreihen von x sind; 9?i(0), (p%{P)y 9?s(0), ... 
^d von Null verschieden. Ein Forteilen der Logarithmen 
ist hier nicht ausgeschlossen. 

In allen Fällen reicht der Konvergenzbezirk der Potenz- 
reihen (p mindestens bis zu dem der Stelle x=^0 nächst- 
gelegenen singulären Punkte der Differentialgleichung (A). 

Ln nächsten Paragraphen werden die angegebenen 
^ihen direkt aus der Differentialgleichung (A) hergeleitet 
und auch der bisher nicht berücksichtigte Fall ganzzahb'ger 
Differenzen zwischen mehrfachen Wurzeln der Gleichung 
f{r) = kurz behandelt. 

In allen Fällen gehört zu jeder der n Wurzeln r^ , . . . , rn 
/1er determinierenden Fundamentalgleichung ein Element eines 
Fundamentalsystems, welches sich an der Stelle x=0 bestimmt 
verhält. Die Differentialgleichung (A) hat also die 
.Stelle x = zur singulären Stelle der Bestimmtheit. 

§ 34. Direkte Herleitang der Beihen 
aus der DiflFerentialgleichung nter Ordnung. 

Der Differentialgleichung (A) geben wir jetzt die Gestalt 



..{AO 



*o(«)^-0 + *i(^)^-^-^+--- 



+ ^«-x(a;)a;-^ + Sß»(a;yy = 0; 



V 



§ 34. Herleitung der Reihen. 159 

»o(^)» $1(^)9 •••; $n(^) verhalten sich in der Umgebung 
Ler Stelle x = regulär, und $0 (0) ^^ ^o^ ^^ versddeden. 

I>ie linke Seite der Differentialgleichung (A^ bezeichnen wir 

niit D(y). 

Wir suchen die Differentialgleichung (A^ durch eine 

Seihe von der Form 



00 



(35) y ^g(x, r) =sf(go + g^x + flfa^* + • • •) ^^fl'v^"*"' 

zu befriedigen. Wir rechnen zunächst das Besultat der 
Einsetzung dieser Reihe in den Differentialausdruck D{y) 
aus. Es ist 



00 \ 00 



\v-0 I r=0 

Setzt man 
SO ist 



(36) 



[f{x, r) = r(r - 1) . . . (r - n + l)^o(a') 
+ r(r-l). . .(r-n+2)«ßi(a;)+. . .+r^,..i(a;) + ^«(a;) 



1 



ex? 



eine Potenzreihe von x und 

(37) \ +r(r-l)...(r-n + 2)5Pi(0) + ... 

i +r5ß«.i(0) + Sßn(0) 

eine ganze rationale Funktion nten Grades von r ^ in welcher 
der Koeffizient ^o(0) ^^^ ^ ^^^ -^^ verschieden ist Es 
ist hiernach 



00 



-Dbf(a:, r)] = ^g.af^^f(x, r + v) ' 



r = 

00 



Xä^-^"" !/(♦' + '') + ^/i(^ + ^) + ^'^2(*' + r) + .. .] 



00 



2'«'+' {«/. A»- + v) + 9^-ifiir + V - 1) + . . . 

+ 9ifr.i{r + l) + goMr)}. 



r=0 
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Barch Nnllsetcen der Koeffizienten von 9f , af+^, af**, . . ., 
of '*'*' , ... eifailt man die Gleichnngat 

/ 9of(r) - , 
9if(r+l) + gofx(r)^0, 
ihfir + 2) + gj^ (r + 1) + g^f^ (r) - , 



(38) l 



g4{r + v) + p.-,/i(r + r - 1) + . . . + g^U.iir + 1) 
+ 9ofAr) = , 



welche eifOIlt sein mfiasen, wenn y — g{x,r) eine Lösung 
der Differenüal^eichung (A') sein solL 

Soll g{x,r) wirklich zum Exponenten r gehören, so 
mofi g^ von Null verschieden und zufolge der ersten 
Gleichung (38) 

(39) f(r) = 

sein; cL h. r muß der zur singulären Stelle x — gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichung jgenügen. Hat diese 
Gleichung die Wurzel r , aber keine Wurzel r + v (v = 1 , 
2, . . .)^ so sind, nachdem man för g^ einen von Null ver- 
schiedenen Wert willkürUch angenommen hat^ g^^ g^y . . . , 
g^y ... durch die Gleichungen (38) vollständig bestiimnt 

Um auch den Fall zu behandeln, daß die determinierende 
Fundameutalgleichung (39) mehrfache Wurzeln oder Wurzeln 
mit ganzzahligen Differenzen besitzt '*^, lassen wir die erste 
der Gleichungen (38) vorläufig außer Betracht Wir lassen r 
unbestimmt, wählen für g^ eine beliebige Funktion von r und 
berechnen g^^ g^y . . * y g^y • . . als Funktionen von r aus 
der 2., 3., . . . , (r + l)ten, . . . Gleichung (38): 

(40) (7.= ^'^'^^^ 



f{r+\)...f{r-^v)' 
wo gy(r) eine ganze rationale Funktion von r darstellt. 



*) Das im folgenden dargestellte Verfahren zur Berechnung 
der Integrale rührt Ton Frobenius (Grelles Journal, Bd. 76) her. 



Piß 80 b^^Unqite Reihe (35) gei|p||t ;9W9^ nid^t der 
IMf eröiitialgleiclumg (ÄO^ woW f^b^r ^y Diffei^ft<iin|jgteif?bwif 

(41) I>{t()^9o.{r)f{r)af. 

Wie in § 30 verstehen wir unter n eine ganze positive 
Zeibiy welche mindestens gleich der ^fiten gamsflahligen 
Differenz ist, welche zwischen den Wnraehi r^, , . , y r» der 
determinierenden Fondameptalgleichung besteht Wir be- 
schranken r wieder auf das aus kleinen Umgebungen der 
Stellen r^, . . ., r„ bestellende Gebiet 9t. Wenn wir jetzt 

setzen, wo ^{r) für keineA der Wö!te r^f . . . , r^ verschwindet, 
so sind sämtliche g^(r) im Gebiet 9t endlich. 

Die so berechneten Beihen (35) sind gleichmäßig kon- 
vergeQt, yr^an \x\ hinreichend klein ist un4 r 4exa Gebiete 9t 
f^nf^ehojrt (vgl. § d% 

Im folgenden beschranken wir uns auf die Auj^be 
der Resultate, die für die Differentialgleichung (A^ ähnlich 
hergeleitet werden wie in §§ 30 — 32 für Anß Differential- 
system (B). 

Sind diö w Wurzeln r^, . . .^ r« der detern^inieren- 
den Fundamentalgleichung einfach und bestehen 
zwischen denselben keine ganzzahligen Differenzen, 
so besitzt die Differentialgleichung (AO die zu den Ex- 
ponenten Tiy . . . , r» geborigen n Lösun^n 

(42) yi = 9i{p0yr^ (i«l,...,n). 

Einer /^-fachen Wurzel r = r© entsprechen, wenn 
dapebeft keine Wurzel Tq-^v (v = 1 , 2, . . .) yoi^ianden 
ist^ die fi Losungen 



(43) 



f Vi = 9ifi> , r^) , 
( dg{x, r) \ 

( 8>'-^g{x, r)\ 

Horn, Gewöhnliche Bilferentialgleichiiiigen. 11 
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Es seien jetzt t*! ^ r, ^ rg ^ . . . einfache Wurzeln der 
Gleichung f{f) = von solcher Beschaffenheit , daß die 
Differenzen **i — ^a, r^ — r^, . .^anze positive Zahlen 
sind^ es sei aber keine weitere Wurzel vorhanden^ welche 
eine der Größen r^ , r, , r^ , ... um eine ganze positive 
Zahl übertrifil Dann gehören zu den Ilxponenten r^^ r,, 
r^y ... die Lösungen: 



dg{x, r) 



(44) 



y« 



=(^ 



dr 



L.' 






Schließlich habe die determinierende Fundamentalgleichung 
die ^Ei^-fache Wurzel r^, die /i^-fache Wurzel r, , die 
/13-fache Wurzel rg usw. Wie vorhin seien die Diffe- 
renzen r^ — r, , **2 "~**8> • • • gauze positive Zahlen 
mit Aussdblu£ der Null^ und es sei keine weitere Wurzel 
vorhanden, welche eine der angegebenen um eine ganze 
positive Zahl übertrifft. Dann gehören zum Exponenten r^ 
oie jj^ Lösungen 



\ drf^ 



L 



Ou = 0, 1, ..., /ii — 1), 



zum Exponenten r^ die /a^ Lösungen 



( df*g(Xyr)\ 



0^ = /^> iWi + 1, . . . , Ah +AI, - 1) , 



zum Exponenten r^ die ^ Lösungen 



/ ef*g{Xy r) \ 
\ drf* /r=i 



(/^ = /h+Ati,/h+i«2 + l, "-y fh+/h + /H — '^) 



usw. 
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§ 35. Lograrithmenfrele Integrale. 

Es seien ^i , ^2 ^ ^s > • • • einfache Wurzehi der deter- 
minierenden FunclaDientalgleichang/(r) — der linearen Diffe- 
rentialgleichung (A') ; die Differenzen ^i — ^29 r^ —r^, ... 
seien ganze positive Zahlen, und es weiche keine weitere 
Wurzel von den angegebenen um ganze Zahlen ab. Wir 
suchen die Bedingungen dafür auf, daß die zu den Ex- 
ponenten r^y r2, r^, ... gehörigen Integrale Vii y^y V^} • • • 
sämtlich von Logarithmen frei sind. In betreff der Berech- 
nung dieser Integrale sei auf § 34 verwiesen, sowie auf 
§ 32, wo die entsprechenden ßechnungen für das System (B) 
durchgeführt wurden. Wir haben die Wurzeln »"i , »"2 » ^s > • • • 
als einfach vorausgesetzt, weil zu einer mehrfachen Wurzel 
notwendig mit Logarithmen behaftete Integrale gehören. 

Da die zum Exponenten r^ gehörige Lösung 



00 



Vi. = 9{x, n) = af^'^gy{ri)a^ 



y=0 



keinen Logarithmus enthalt, so beginnen wir mit 



00 00 



Damit der Logarithmus aus ^2 fortfällt/ muß 

</.(^2) = (v = 0, 1, 2, ...) 

sein. Nun ist aber stets (vgl. § 32) 

0^0(^2) = Ä (^2) = • • • == ?r,-r,-l(r2) =* . 

Ist auch 

SO ist 

?v(^2) = {v>r^-r^). 

Denn aus der Bekursionsformel (38) 

g,{r)f(r + v) + 9r-i{r)f,(r + ^ ~ 1) + . . . + 9o{r)Mr) = 

folgt, daß, wenn g^ir), g^{r), ..., gy-t{r) für r = r2 ver- 
schwinden, auch gylr) für r = r2 verschwindet, vorausgesetzt, 

11* 
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daß /*(r + r) für r =« r^ nicht Null ist; nun ist aber /"(rg + v) 
für vyrj^—ri Ätfets von ifftdl vferBfeMißd'en. 
Soll auch 

oo oo 

- af» X^;'(»-8) ^ + 2 xr'2^^y{rs) ar • log« 



v=0 

oo 



frei Ttm Loguitiimen sein^ so muß 

9ArB)-0, gl{r,) = (v = 0, 1, 2, . . .). 

d. h. es muß für jeden Wert von v gy{r) durch (r — rg)* 
teilbar (gleidi dem Produkt aus (r — r^y und einer fiir 
r = r^ regulären Funktion) sein. Nun ist aber 

gA^s) = (v = 0, 1 , . . . , ri - rg - 1) , 

flC(r8) = (v«0, 1, ...-^fj-rg-l). 

Wenn go{r), g^ir), . . . , öfv-i{^) durch (r — rg)^ teilbar sind, 
so ist nach der vorhin benutzten Bekursionsformel auch gy{r) 
durch (r — r^y teilbar, vorausgesetzt, daß f{r + v) nicht ver- 
schwindet Die Größen ^oir), fl^iW^ •••^ ffr^-n-ii^) ^^^ 
von selbst durch (^ — ^s)^ teilbar; ist auch grt-r,{^) durch 
(r — rg)* teilbar, so ^t dasselbe für <;r,-r,+i(f), ..., 
gr,-r,+i{r), da /*(rg + v) für v = r2—r8 + l, ..., ri— rg-l 
nicht veröchwindet. Ist weiter gr^-rti^) durch (r — r^y teil- 
bar, so gilt das gleiche für alle gy{r) , deren Index v größer 
als Vi — rg ist, da für solche Werte von v f{r^ + v) stets 
von Null verschieden ist 

Die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, daß sämtliche zu den Würzein 
^1} ^2> ^S9 ''' gehörigen Integrale der Differential- 
gleichung (AO von Logarithmen frei sind, sind 
demnach: 

gr^-rM^<i; 

(45) ^?n-r.(rg) = 0; S'r,-r.(rg) = 0, Sf;,-r.(rg)-0; 
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§ 36. AnBerwesentlicli sing^lSre Stellen. 

Es kann der Fall eintreten , dafi sich sämtliche 
Integrale der Differentialgleichung (A) an der singulfiren 
Stelle x=>^0 regulär verhalten (nach ganzen positiven 
Potenzen von x entwickelbar sind). Dazu ist notwendig 
und hinreichend , daß die zu x^O gehörige determi- 
nierende Fundamentalgleichung f{r) = lauter einfache posi- 
tive ganiniablige Wurzeln besttsfe (von denen eine gleich Null 
sein kann) und daß sämtliche Integrale von Logarithmen 
frei sind. 

Bilden y^ , . . . , ^n ein in der Umgebung der singu- 
ISren Stelle x = regulSres Fundamentalsystem der Dme- 
rentialgleichung (A), so verhält sich an der Stelle x = 
sowohl die Determinante dieses Fundamentalsjstems 



J = 






^J^9 



Vi 






y« 



regulär; als auch die Determinante J«- , welche aus A dadurch 
hervorgeht, dafi man die Elemente der iten Kolonne 



da^ 



i-i ' 



durch 



dx"" ' 






dx*' 



ersetzt. Nach § 11 ist aber 



af 



4f 



(t = l,2, , . . f h); 



da o; « eine singulare Stelle der Differentialgleichung (A) 
sein soll; so muß mindestens einer dieser n Ausdrücke für 
o; « unendlich werden ; dies ist nur moglicbi wenn die 
Determinante J für o? *-** versdiwindet 
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Das Verschwinden der Determinante A ist also die 
Ursache daffir, daß x = eme singulare SteUe der Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung ist, obwohl sich simtliche 
Integrale an dieser Stelle regulär verhalten. Eine derartige 
singulare Stelle möge als außerwesentlich singulare 
Stelle der Differentialgleichung bezeichnet werden *"). 



§ 37. Differenüalgleicliiiiigeii der Fachs sehen Klasse. 

Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung 

^*^> + ^'^""^^ + • • • + ^«-'(*^S + ^-(*)y = ^ 

seien eindeutige Funktionen von x, welche im Endlichen q 
singulare Stellen % , . . . , a^ besitzen. Die Differential- 
gleichung hat dann außer den q singulären Stellen x = a, 
{i = lj''')Q) im allgemeinen noch die singulare Stelle 
X = oo. 

Wenn die sämtlichen q + 1 singulären Stellen 
d^f ..,f ttg, cx> Stellen der Bestimmtheit sind^ so 
sagt man, die Differentialgleichung gehöre zur 
Fuchsschen Klasse. Wir suchen die sdOgemeine Form 
der Koeffizienten einer Differentialgleichung der Fuchs- 
schen Klasse auf. 

In der Umgebung der Stelle x ==^ (f = 1 , . . . , q) 
ist nach § 29 



(47) 



p _ ^«i(^ — q«) p _ ^i2(^ — ad 



Pn-- 



{X — «,)»• 



WO sich 5ß,i> ^i%9 •••> ^in in der Umgebung von a: = «j 
r^ulär verhalten. Setzt man 

(48) \p = {x — a{){x — a^) . . .(x — a^) , 



*) Fuchs, Grelles Joum., Bd. 68. — Eine Stelle, an welcher 
sich die Integrale wirklich singulftr verhalten, heiit eine wesent- 
lich singul&re Stelle der Differentialgleichung. 
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SO ist 

i^y; ^1 — —^ ^«"""^^' "•' ^"""""^^ 

1^1 ^ 1^2 1 • • • 9 ^» <^d Funktionen von o?, welche sieh im 
Endlichen überall regulär verhalten, also ganze (rationale 
oder transzendente) Funktionen von x . Es fragt sich noch^ 
wie die Funktionen F^y . . . , Fn beschaffen sein müssen^ 
damit auch o? = cx> eine Stelle der Bestimmtheit ist. 
Führt man 

als unabhängige Veränderliche ein, so entsteht eine Diffe- 
rentialgleichung mit der Stelle der Bestimmtiieit S "=0 , 
also nach § 29 eine Differentialgleichung von der Form 

worin $ßi(f), ..., 5ß«i(f) Potenzreihen von f sind. Diese 
Differentialgleichung geht, wenn man 



di dx ' 

USW. setzt, über in 



= 



m VI. Abäöilüitt Sin^i^ fttellen dei- fi^tiUiihthMt 
oder 



X** -^ — 






t . k 



Wo ^1 , . . . , ^n in Potenzl-eihen voü — eütWlökölbÄi* sltld. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung daf&ri daß 
:i; = oo eine Stelle der Bestimmtheit für die Differential- 
gleichung (46) ist) besteht also darin, daß 

ist. 

Demnach ist^ wenli die Difibrentialgldchttüg (46) der 
Fuchs sehen Klasse angehört, in der Umgebung von :z; » cx> 

also 

Ä W -i% (^) - K»--)- -<'-.)!' ^. (i) 

-'4('-^)-(-^)L n 

^ — 1^ —Hw 

oder 

l?;(a:)-a^fe-i)C,(i), 

wo Da(— ] eine Potenzreihe von — darstellt Demnach ist 

\x/ X 

Fh{x) eine gaoE^ rationale {^i&nktion von x, dären Qrad 
nicht großer als h{Q — 1) ist. 

iMigekefait verhalten sich die Integrale einer linearen 
Differen&dgleichung von der gefundenen Gestalt in der 
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Umgebung jeder der singulären Stellen a^f . * . , a^, 99 
bestimmt. 

Wir haben also den Sot^i 

Damit eine lineafe Differentialgleichung 
nter Ordnung (46) mit den q singulären Stellen 
a^, ..., üq im Endlichen der Fuchsschen Klasse 
angehört, ist notwendig und hinreichend, daß 
sie die Form 

besitzt, worin 

^ = (a; — aj . . . (a? — ä^) 

und Fkix) eine ganze rationale Funktion von » 
ist, deren Grad die Zahl h{Q — 1) nicht fibersteigt. 
Bemerkung. In der Umgebung der singulären Stelle 
X = ai schreibt sich die Gleichung (C) 

X --Oi 

wegen 

x^^x — ai 
ist die zagehörige detennimerende Fundamentalgleichung 

r(r-l)...(r-n+l) + §^r(r-l)...(r~n + 2)+...-0 
oder 

bezeichnet man ihre Wurzeln mit r^i, . . . » n»! so ist 
^,4. +r. n(n-l) J\(a.) 

In der Umgebung von a; = oc schreiben wir die Gleichung (C) 

d9f^ X %p(x) dix^'^ ^ • • • f 
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aus der Partialbrachzerlegung^ 



folgt 

die Wurzeln r^ , . . . > r« der determinierenden Fundamental- 
gleichung*) 

r(r+l)...(r+n~l)- V^^V(r+l)...(r + n-2)+...= 
oder 

haben die Summe 
Also ist 



*) Die zur singulären Stelle der Bestimmtheit cc = oo ge- 
hörige determinierende Fundamentalgleichung der Differential- 
gleiäung 

lautet 

r(r + l)...(r + n-l)-.r(r + l)...(r + n~2)^(0) + ... 

+ (-l)»$n(0) = 0; 

sie ergibt sich dtirch Einsetzen von ^ = i^o^K^'' + -** ^ ^^^ Diffe- 
rentialgleichung und Kullsetzen des Koeffizienten von g^x-^ , 
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§ 38. Das Terhalteii der Integrale einer DiiferentiaU 
gleiehnng der Fuchsschen Klasse in der ganzen Ebene. 

Wir betrachten wieder eine lineare Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse mit den singulären 
Stellen 

Ol , . . . , a^, oo . 

Auf die etwa vorhandenen außerwesentlich singulären Stellen 
(§ 36) braucht im folgenden keine Rücksicht genommen zu 
werden. 

Die zur singulären Stelle a^ (i = 1 , . . . , ^) gehörige 
determinierende Fundamentalgleichung habe die Wurzeln 
^iif * - - } Tin f während r^ , . . . , r» die Wurzeln der zu x = oo 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung sein 
mögen. Um uns bequem ausdrücken zu können^ schließen 
wir den Fall verschwindender und ganzzahliger Differenzen 
zwischen den Wurzeln einer determinierenden Fundamental- 
gleichung aus; man sieht leicht, wie die folgenden Be- 
trachtungen abzuändern sind, wenn dieser Fall eintritt. 

Wir kennen in der Umgebung der singulären 
Stelle «1 (t = 1, . . ., ß) ein Fundamentalsystem 

(51) yn'^ix — üiYi^ipnix—a^, . . . , y^« = (a: — a,Yinq>i^(x — a,) , 

in der Umgebung der singulären Stelle oo ein Fun- 
damentalsystem 

(52) yi = (^)V(^), .-•, y« = ©V©; 

die Potenzreihen 9?,i, . . . , ipi^ von x — a, konvergieren 
sicher im Innern ®^ des um den Punkt a,* beschriebenen 
Kreises, dessen Peripherie durch den dem Punkte a,- näcbst- 
gelegenen singulären Punkt geht; die Potenzreihen (pu -**f(pn 

von — konvergieren sicher in dem Gebiete ® außerhalb 

X 

eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises^ welcher die 
sämtlichen singulären Stellen a^ , . . . , a^ in seinem Innern 
oder auf seiner Peripherie enthält. Die Exponenten 
f'iiy - - ' y ^in'f ^i f » • * f fny Bowic die Koeffizienten sämtlicher 
Potenzreihen q>ii^ . . . , 9?,,, ; tpi, * - - , (pn lassen sich aus den 
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Koeffizienten der Differentifdgleichung (C) auf alge- 
braischem Wege berechnen. 

Das Ftmdamentftlsjstrai ya, * . . , ffin ^rShtt bei einem 
positiven Umlauf um die singulare Stelle ßi die Substitu- 
tion Üii 

(53) yn = e*^uir^.y,^, ..., y,.„ = e«^»-<»l^.y.,., 

während das Fnndamentalsystem j^i , . . . , y„ bei einem posi- 
tiven Umlauf um die singulare Stelle cx> (d. h. bei eiiiem 
negativen Umlauf um die sämtlichen im Endlichen gelegenen 
sui^ulären Stellen a^ , . . . , a^) die Substitution ii : 

(54) yi = e»«''^l^.yi, ..., y„== c^^r.id.y^ 

erleidet. 

Wir wollen den Zusammenhang zwischen irgend 
zweien unserer q +1 !f undamentalsysteme fesjl»t(ellen. 
Wir verstehen unter a^ und ak zwei der singulären Stilen 
^19 " '} <^Qy die folgende Betrachtung bleibt übrigens be- 
stehen, wenn a^ oder a^ der unendlich ferne Pmikt ist. 
Wir verbinden die Punkte a,- und ak durch emen bestimm- 
ten Weg (Oißk), welcher durch keinen anderen singnläien 
Punkt hindurchgeht; und denken uns das in der Umgebung 
von a( dargestellte Fundamentalsystem yny . * >, yin Ifi&gs 
dieses Weges in die Umgebung von Uk fortgesetzt Zwischen 
dem so fortgesetzten Fundamentalsystem y^f • • •» yin vnd 
dem Fundamentalsystem yki, * - », ykn besteht die Beziehung 



(55) 



yn *=- cnyki + . . . + cinykn > 



, yin = Cuiykl + . . . + Cnnykn f 



WO c^iy . - . y Cnn Konstante sind. Wir bezeichnen die durch 
die Gleichungen (55) dargestellte lineare Substitution Sik 
als die zu dem Wege (a^a^t) gehörige Ubergangs- 
substitution. 

Wenn die Gebiete ®i und &kf in welchen die beiden 
Fundamentalsysteme zunächst dargestellt sind, ein Flädben- 
slück ®a gemeinsam haben, lafit sich die der Verbindungs- 
geraden (aiau) entsprechende Übergangssubstitution Siu irie 
folgt berechnen. 
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Indieai man die ixte Gleichiuig (55) wiederholt nach x 
differentiieft, erhili man die n Glächimgen 

Via = CalPki + • • • + c«„yjk» , 



d» 



dy%. 



dx 






dyi 



dx 



dx ' 



d^ ^yu 



= ^«1 



d"-'y* 



d:Kf 



31 1 • • • "T ^opM 



da;'*-! ' 



aus welchen sich 



(56) Caß = 



^iVkly • • • > Vkyß-lf yia9 Vk^ß+lf • • • > .Vit«) 



^<y*i* -y ykm) 

{OC, ß-=l, . . . , n) 



eigibt; dabei ist 



^(ifkif . . ., y»n) = 



^*'' da: ' "' do^-^ 



dykn d'^'^yki 



da:**" 



tifid J(y*i, . . ., yt,/?-i, y.«, yk,/?+i> . "fVhn) ist die Deter- 
minante, wel^e aus A{ff%iy . . . , yin) hervorgeht^ wenn man 
^ Zeile 

dykß d'^'^y^ß 



ykß 



dx 



9 • • • ^ 



durch 






do^-^ 



daf'-^ 



ersetst. Da ^aß von x unabhängig ist, so kann man in (56) 
für X einen beliebigen dem FUchenstuck ®a angehorigen 
Wert einsetzen. Liegt der Punkt ajt auf der Begrenzung 
des Gebietes ^, so ist es unter umständen ^zweckmäßig, 
zur Berechnung von c^ß in (56) für x den Wert au zu 
setzen'*^. 



*) Vgl. Schlesinger, Handbuch, Bd. I, 8. 147—456. 
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Wenn die Gebiete &i und ®k l^ein Flächenstüok ee- 
mein haben^ so kann man die Übergangssubstitution Sa oa* 
durch finden, daß man zwischen ®i und ®i eine Reihe von 
Gebieten ®,^ , ®r ^ • • • so einschaltet, daß je zwei aufein- 
ander folgende Gebiete ®i, ®,^, ®r , .^. • 9 ®k ein Flachen- 
stück gemein haben. So wird die Ubergangssubstitution 
Stk aus Sit*, St-rf • • • zusammengesetzt. 

Wir betrachten jetzt ein bestinuntes unserer ^ + 1 Fun- 
damentalsysteme, z. n. das in der Umgebung der singulären 
Stelle o; = 00 dargestellte Fundamentidsystem 

wir suchen die Substitutionen, welche dieses Fundamental- 
system erfährt, wenn die Veränderliche x irgend welche ge- 
schlossenen Wege durchlauft Wir betrachten q geschlossene 
Wege, deren jeder einen der singulären Punkte o^ , . . . , a^ 
umwindet; die q Substitutionen, welche unser Fundamental- 
system y^y . • . ) ^n auf diesen g Wegen erleidet, bilden ein 
System von Fundamentalsubstitutionen. Die einem 
beliebigen geschlossenen Wege entsprechende Substitution 
läßt sich aus den q Fundamentalsubstitutionen zusammen- 
setzen. 

Ein solches System von Fundamentalsubstitutionen 
l^ßt sich folgendermaßen bilden. Wir verbinden den Punkt 
SC^Qo mit den Punkten %, . . . , a^ durch Wege l^y - » - }Iq9 
welchen die Ubergangssubstitutionen S^, . . . , Sq entsprechen 
mögen, so daß 

(yi > • • • I yn) = Si(t/n, '.'ftfin) (i = 1 , . . . , n) 

ist. Dann ist 

die Substitution, welche y^, * . ., yn bei einem Umlauf um 
die singulare Stelle a^ erf^rt. Die q Substitutionen 



i2i = SiÜiSi^, ..., -2*^ = 5^0^5^ 



-1 



«teilen ein System von Fundamentalsubstitutionen dar. 

Ein negativer Umlauf um :z: = oo ist gleichbedeutend 
;Ddt einem positiven Umlaufe um die sämtlichen endlichen 



I 
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fiineulären Stellen a^, . , . , a^. Unser Fundamentalsystem 
bleü)t also unseändert (erleidet die identische Substitution 1), 
wenn man nadueinander die singulären Stellen oo, ag, . . . , a^ 
im positiven Sinne umkreist; es ist also 

S^Q^Sr^ . . . SgQgSg^Q = 1 . 

Diese Relation zerfallt in n^ Gleichungen^ da eine lineare 
Substitution von n Elementen durch n' Koeffizienten be- 
stimmt ist. Für eine Differentialgleichung der Fuchsschen 
Klasse sind ii^y , . , , Q^, ii b^:annt; Kennt man ^ — 1 
Übergangssubstitutionen Si, . , ., Sg^i, so hat msm n* Glei- 
chungen, welchen die n^ Koeffizienten der ^ten Ubergangs- 
snbstitution Sq genügen müssen. 

Unter der Gruppe einer linearen Differential- 
gleichung*) versteht man die Gesamtheit derjenigen linearen 
Substitutionen^ welche ein Fundamentalsystem y^, • • * , Pn 
erleidet; wenn die unabhängige Veränderuche x alle mög- 
lichen geschlossenen Umlaufe ausführt Die Gruppe der 
Differentialgleichung (C) läßt sich^ wenn wir wie oben von 
dem Fundimientalsystem (52) ausgehen^ aus den q Funda- 
mentalsubstitutionen Ulf , . . , Zo zusanunensetzen; denn 
jeder geschlossene Wes läßt sich auf eine Anzahl nach- 
einander zu durchlaufender geschlossener Wege zurückführen^ 
deren jeder nur eine einzige der sineulären Stellen o^y .•.> a^ 
«inschließt. Geht man von dem Fundamentalsystem ^i > • • • > y» 
vermittels der linearen Substitution T zu einem anderen 
Fundamentalsystem z^y . . . y 0n über^ so erfahrt die Gruppe 
die folgende Änderung. Auf einem geschlossenen Wege^ 
auf welchem das Fundamentalsjstem ^i > • • • ^ ^n die Sub- 
stitution 8 erfahrt, erleidet das neue Fundamentalsystem 
ß^^ ... 9 0n die Substitution 

es wird also jede Substitution 8 der Gruppe vermittels der 
V Substitution T transformiert (§ 15). 



*) Über den Unterschied zwischen Gruppe (Monodromie- 
^ und Transformationsgruppe (Bationair '^"^ "" ~~ '^ 

nger, Handbuch, Bd. 11, 9. Abschnitt. 



fruppe) und Transformationsgruppe (Bationalit&tsgruppe) siehe 
chlesi 
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§ 39. Beispiele. 

Beispiel 1» Dia Gaußsohe Diff^r^ntial^ 

gleichung**) 

hat dfe «iagaliren SteUm der Bestimmtlieit 

0, i, oo 
mit deti Exponenten 

Wir nehmen an, daß y, y ^u— ß^ a -^ ß keine ganzen 
Zahlen sind. Die Integrale lassen sidi vemuttels der 
hypergeometrisohan Reihe 

F{a,ß,y,x)^\^j-^x+ ^.^^yiy + X) ^+--- 

darst^Q, wdeke £Br \x\ < 1 konrergioi. Li der Um- 
gebung der etiiigal&mi SteUen , 1 , oo haben wir bzw. die 
FmwiaaieiitalsTstsme 

Fioi, ß, y, X), x^-rF{(x. -y + l,/J_y + l,2_y,a;); 

F{i)i,ß,»+ß + l-Y,i-^), . 
(1- xy-^-ßF{Y - ß,Y - (x,Y - (X - ß + 1,1 ~ X) ; 

Die ausgeschlossenen Ausnahmefalle aind von Schle- 
singer a. a. O. behandelt. Man sehe daselbst auch die 

**) Biese Differentialgleichung , welche in der Entwickelung 
4^ XbM«äi9 4er Up^iuien Di^ereniialgleichimcpei^ eine wichtige 
ttoUe gespielt hat, ist bei Schlesinger, S. S., K$(p. 4 eii^gehen«} 
behandelt. Wir können daher auf diese Darstelking verweisen^ 
wo sich auch Literaturangaben finden. Besonders hervorgehoben 
seien die Arbeiten von Gauß (Werke, Bd. III, S. 123 ff., S:207ff.), 
K><itt«i«r i|PreHei9 Journal, Bd. 15^, ftiemann (W^?ke, 2. Aufl., 
e.€7ff.; Va^^Mgo, «. «9ff.^ Schwarz (Cvdles Joumad, Bi.7b).-^ 
YgL Schlesinger, flbndiiach. 



{ 
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Bestimmung der Fundamentalsabstitutionen sowie die Inte- 
gration der Gau£ sehen Differentialgleichung durch bestimmte 
Integrale. 

Außerdem sei auf die Behandlung der hypergeometrischen 
Funktionen im 3. Band des Trait^ d' Analyse von Picard 
(Kap. 12 und 13) oder in den analytisch-funktionentheore- 
tischen Vorlesungen von Pricke (S. 384 — 419) verwiesen; 
daselbst wird die durch die Gleichung 

yi(a?) 

(worin y^ , y^ zwei linear unabhängige Losungen der Gauß- 
schen Differentialgleichungen darstdlen) vermittelte konforme 
Abbildung behandelt, wobei sich ergibt, daß in gewissen 
Fällen x eine eindeutige Funktion von 9; ist. 
Beispiel 2. Die Differentialgleichung 

ist ein Spezialfall der Gauß sehen Differentialgleichung und 
zwar einer der im 1. Beispiel ausgeschlossenen Ausnahme- 
fälle^ da jetzt 

ist Den singulären Stellen der Bestimmtheit 0, 1^ 00 
entsprechen die ikponenten 0,0';0,0;^,i. Man berechne 
die zugehörigen kanonischen Fundamentalsysteme. Dabei 
kann beachtet werden, daß die Differentialgleichung un- 
geändert bleibt, wenn man x durch 1 — a? ersetzt, und daß, 
wenn man 

setzt, zwischen yj und | dieselbe Differentialgleichung besteht 
wie zwischen y und x. 

Vgl. Schlesinger, S. S., § 42, wo gezeigt ist, daß die 
Periodizitätsmoduln des elliptischen Integrals erster Gattung 



h 



dt 



y(i - p) (1 - X <«) 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 12 
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mit dem Modul h^'fx unserer Differentialgleichung ge- 
nügen, die zuerst von Legendre angestellt wurde *). 

Beispiel 3. Die Legendresche Differential- 
gleichung **) 

in welcher n als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird, hat 
die singulären Stellen der Bestimmtheit +1, —1, cx>. 

Die zur singulären Stelle x = oo (oder | = nach Vor- 
nahme der Substitution x = -r ) gehörige determinierende 

Fundamentalgleichung hat die Wurzeln n + 1 und — n y 
welchen die Lösungen 

Q^{X), Pn{x) 

entsprechen. Es ist 

1.3...(2n-l) f n{n-l) 

^"^*'~ 1.2. ..n r 2(2«-!)'^ 

n(»-l)(n-2)(n-3) \ 

'^2.4-(2n-l)(2»-3) *"/ 

eine ganze rationale Fonktion nten Grades (Kugel- 
funktion, Legendresches Polynom ***)), während 

^••^^ 3.5...(2n+l)r ^ 2(2n+3) 

(n+l)(n + 2)(n+3)(n + 4) 1 

^ 2.4.(2n + 3)(2n + 5) -r...| 

eine für |^| > 1 konvergente Reihe ist (Kugelfunktion zweiter 
Art). Logarithmen treten also nicht auf. 

Die singulare Stelle x = 1 hat die determinierende 
Fundamentalgleichung r« = 0; die eine zugehörige Lösung 
ist die nach Potenzen von x — 1 entwickelte Funktion Pn{^)} 
während die andere Lösung Logarithmen enthält 



'*') Es kann auch auf Fricke, Analyt.-fankt. Vorl., S. 393 
— 395 verwiesen werden. 
•♦) Vgl. % 11, Beisp. 2. 
***) Statt P« wird auch die Bezeichnung Z» gebraucht. 
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Die 6 au ß sehe Differentialgleichang geht^ wenn man 

setzte in 

fiber; hieraus erhält man durch die Substitation 

1-t 

" 2- 

die Legen dresche Differentialgleichung 

{l-P)^-2t^ + n{n+l)y^0*). 

Die Theorie und die Anwendungen der Kus^elfunktionen 
in der mathematischen Physik sind ^hend SrgesteUt in 
Heines Himdbuch der Kugelfunküonen, 2. Aufl., Berlin 1878 
und 1881. Daselbst sind auch die den Kugelfunktionen 
verwandten Funktionen (Zylinderfunktionen , La mische 
Funktionen usw.^ vgl Beispiel 4 und 5) behandelt **). Eine 
kurze Behandlung der Kugel- und Zjlinderfunktionen findet 
sich im 2. Kapitel von Fricke^ Anal.-funkt. Vorl. 

Beispiel 4. Die Besselsche Differentialglei- 
chung 

hat die singulare Stelle der Bestimmtheit x = mit der 
determinierenden Fundamentalgleichung r^ =^0. Sie besitzt 
die beiden linear unabhängigen Lösungen 

dabei ist 

Joix) = 1 — — + ^j-p — ^——— 4- . . . 



*) Vgl Sohlesinger, S. S., §§ 44, 45. 

^) In betreff der in der mathematischen Physik vor- 
kommenden Funktionen, welche linearen Bifferentialgleichmigen 
zweiter Ordnung genügen, vgl. auch Enzyklop&die der mathem. 
Wissenschaften, Bd. IIA, S. 695—759. 

12* 
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(Besselsche Funktion oder Zylinderfunktion erster 
Art vom Index 0) eine beständig konvergente Potenzreihe; 
auch die in 

Yo{x) == Jo(x)\ogx 

X^ X^ \ ^^ /-i 

+ 22" ~ 22.42^^ +'i") + 22.42.62^ +i + i) — • • • 

(Be 8 sei sehe Funktion zweiter Art vom Index 0) enthaltene 
Potenzreihe ist bestandig konvergent, unsere DifPerential- 
gleichung gehört ebensowenig wie die folgende allgemeinere 
der Fuchs sehen Klasse an, da x=^'o6 eine ünbestunmt- 
heitsstelle ist. 

Die Differentialgleichung 

welche für n = in die vorangehende Differentialgleichung 
übergeht, besitzt, wenn die positive Zahl n nicht ganz ist, 
die beiden linear unabhängigen Lösungen 

dabei ist 

^ x^ 

^n(x) = 2^7^^^ _^ ^^ X 

ll ^ I 1 

l 2(2n+2) ^2.4.(2n + 2)(2» + 4) '"} 

(Besselsche Funktion erster Art vom Index n) für 
alle Werte von x konvergent. Ist n eine ganze positive 
Zahl, so sind die beiden linear unabhängigen Lösungen 
vorhanden : 

Für die Besselsche Funktion zweiter Art vom Index n 
ergibt sich die Entwicklung 

Yn{x) = Jn{x)l0gX 



r=l v=l 
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wobei die Bezeichnang benutzt ist: 

*"" ^-S'fc + 2(n + /.)) ~^2^ ' 

Die ausführlichste Darstellung der Theorie der Bess ei- 
schen Funktionen gibt Nielsen, Handbuch der Theorie der 
Zylinderfunktionen^ Leipzig 1904. 

Beispiel 5. Die Lam^sche Differentialglei- 
chung 

dx^ ^xx — e^ X — 62 x — e^ldx 

hat die singnlären Stellen 

Es sei -4 = n (w + 1) , wo n eine ganze positive Zahl 
darstellt Zu e,- (i = 1 , 2 , 3) gehören die Exponenten , -J^ ; 
die zur singnlären Stelle oc gehörigen Exponenten sind 

n + 1 , n 

^~ 2- 

Man zeige, daß die Differentialgleichung durch eine 
ganze rationale Funktion mten Grades 

befriedigt wird, wenn n = 2m gerade ist und B einer ge- 
wissen algebraischen Gleichung (m + l)ten Grades genügt 
Zur sukzessiven Berechnung der Koeffizienten G^, Cg , ... 
und zur Aufstellung der erwähnten Gleichung für B setze 
man den obigen Ausdruck in die mit {x — c^) (ic — e^) (x — e^) 
multiplizierte Differentialgleichung ein und nehme Koeffi- 
zientenvergleichung vor. 

Setzt man unter der Annahme 6^ + 62 + e^ = 

WO p{u) die der Differentialgleichung 
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genügende elliptische Funktion i8t*)| so nimmt unsere 
Differentialgleichung die Form 

an, welche in § 58 als Beispiel einer linearen Differential- 
gleichung mit doppelt periodischen Koeffizienten behandelt ist. 
Beispiel 6. Int^ration der Differentialgleichong 

.Ä + ,« + , + l,.0 + .,f-, = O. 

Beispiel 7. Darstellung des allgemeinen Integrals 
der Differentialgleichung 

als bestandig konvergente Potenzreihe von x {x :=^0 ist eine 
außerwesentlich singulare Stelle). 

Beispiel 8. Integrale der linearen Differential- 
gleichung mit linearen Koeffizienten (La place sehe Diffe- 
rentialgleichung) 

+ {an-ix + bn-i)-^ + {anX + hn)y = 

in der Umgebung von x=fO (gültig in der ganzen Ebene): 
1) wenn % keiae ganze Zahl, 2) wenn a^ eine ganze 
Zahl ist 

Beispiel 9. Integrale der Differentialgleichung 

in der Umgebung von x = oo (gültig in der ganzen Ebene 
mit Ausnahme von x=^0). 



*) Vgl. etwa Fricke, Analytisoh-funktionentheoretische Vor- 
lesungeo; Kapitel 4. 



VIT. Abschnitt 



Asymptotisclie Darstellnng der Integrale 

einer linearen Differentialgleichung in der 

Nähe einer Unbestimmtheitsstelle. 



§ 40. «Formale Bereehniing der NormalreUieii. 

Nachdem das Verhalten der Integrale einer linearen 
homogenen Differentialgleichung in der Umgebung einer 
singulären Stelle der Bestimmtheit erforscht ist^ wenden wir 
uns zur Untersuchung der Integrale in der Umgebung einer 
singulären Stelle, an welcher sich nicht sämtliche Integrale 
bestimmt verhalten (Unbestimmtheitsstelle). Da die 

singulare Stelle x = a durch die Substitution x — a=^ -y 

in af^r. übergeführt wird, so dürfen wir eine linea^ 
Differentialgleichung mit der Unbestimmtheitsstelle o; = c» 
betrachten. Wir nehmen an, daß die Koeffizienten der 
Differentialgleichung entweder rationale Funktionen von x 
sind oder wenigstens in der Umgebung der singulären Stelle 
o; = oo den Charakter rationaler Funktionen haben. 
Es liege demgemäß eine Differentialgleichung 

vor, in welcher P,- (i = 1 , . . . , n) in eine nach positiven 
und negativen Potenzen von x fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist, welche in einer gewissen Umgebung von 
x^'oo konvergiert und nur eine endliche Anzahl 
positiver Potenzen von x enthält. In dem bereits 
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erledigten Falle, wo o; = c» eine Stelle der Bestimmtheit ist, 
hatten wir 

^' = ^^'&) (<=l,2,...,n), 

WO ^i eine bei rv = oo reguläre Funktion darstellte (vgl. 
§ 37). Indem wir uns zu dem nächst einfachen Falle wenden^ 
machen wir die Voraussetzung, daß die n Funktionen 

(2) p, = a, + :^ + ^ + ... (i=l,2,...,n) 

sich in der Umgebung von o? = oc regulär verhalten, daß 
aber die Gleichung nten Grades mit der unbekannten (x 

(3) Ä** + «1 Ä*-^ + • . . + a«_iÄ + an = 

(die charakteristische Gleichung) n verschiedene Wurzeln 

besitzt. 

Der spezielle Fall, daß P^ = Oi- (i = 1 , . . . , n) von x 
unabhängig ist, ist bereits erledigt (Abschnitt IV). Die lineare 
Difierentidgleichung mit konstanten Koeffizienten 

besitzt, wenn die n Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
verschieden sind, die n linear unabhängigen Lösungen 

y^^e^xx ^ . . . , yn = c*«* . 

Die Differentialgleichung (1) führen wir dui'ch die Sub- 
stitution 

(4) y = ef*^z 

über in die Differentialgleichung 

ftix d/'z , ^ d^-^z , , ^ dz ^ ^ ^ 



§ 40. Berechnung der Normalreihen, 
mit den Koeffizienten 
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Qn-i = na-i + (n - 1) «-*Pi + . . . + 2 ä Pn-, + P„-i , 

(2n = Ä^» + Ä»- 1 Pl + - . . + Ä P--1 + P^ , 

welche konvergente Reihenentwicklungen von der Form 



«.-fc+^+|i 



+ ... 



(i = 1 , 2 , . . . , n) 



zulassen. Ist oc eine der oben eingeführten Größen (Xi, 
. . . , (Xnf d. h. eine einfache Wurzel der charakteristischen 
Gleichung; so ist 



6« = «♦• + %«♦•-* + • • • + ötit-ia + aH = 



und 



von Null verschieden. 

Die DiflFerentialgleichung (5) kann a: = oo nicht zur 
Stelle der Bestimmtheit haben, da 

für o; = c» keinen endlichen Wert haben kann. Trotzdem 
versuchen wir, die Differentialgleichung (5) durch eine Reihe 
von der Form 



(6) 



e = CQXS + Ci xe-^ + C^ xe-* + ... 



fonnal zu befriedigen. Durch Einsetzung der Beihe (6) in 
die IHfferentialgleichimg (5) und Yeigleichung der Koeffi- 
zienten von x^-^, a#"*, ..., xe-*-^ erhält man die Glei- 
chungen 



(7) 



.[bn-iiQ-v) + 6„,1 a + • . . = . 
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Aus der ersten Gleichung ergibt sich 

im 

während Cq willkfirlich bleibt; die folgenden Gleichungen 
ergeben C^ , . . . , Cy. 

Die Differentialgleichung (1) wird denmach formell be- 
friedigt durch eine Reihe von der Gestalt 

(8) y = c«««(Co + § + § + ...), 

WO (X eine einfache Wurzel der charakteristischen Gleichung 
darstellt. Da jeder der n Wurzeln oc^ (i = 1 , . . . , n) eine 
solche Beihe entspricht^ so sind n Reihen 

(9) Ä==c«*-a^*(ao + -§^+-^ + ...) (i = l,...,n) 

vorhanden 9 welche ^ für y eingesetzt^ die Differential- 
gleichung (1) fortnell befriedigen. Diese Reihen sind 
im allgemeinen für jeden endlichen Wert von x 
divergent 

um dies zu erkennen, betrachten wir ein einfaches 
Beispiel, nämlich die Differentialgleichung (§ 39, Beisp. 4) 

welcher die Bes sei sehe Funktion y = J^ipi^ genfigt. Durch 
die Substitution 

y =.&kixg 

geht die Differentialgleichung über in 
Durch Einsetzen der Reihe 

CO 

y^^GyXß 






und Nullsetzen des Koeffizienten von xfi"^ ergibt sich 
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durch Nullsetzen des Koeffizienten von sfi-'^'^ erhalt man 
die Kekursionsformel 

aus welcher 



lim 



a 



= oo 



wo 



folgt Demnach sind die beiden der B es sei sehen Diffe- 
rentialgleichung genügenden Eeihen 8i, 8^ für jeden end- 
lichen Wert von x divergent 

Die Differentialgleichung (1) mit den Koeffizienten (2) 
hat nach eAer Ausdrucksweise von Poincar^ die Stelle 
:!;;=:(» zur Unbestimmtheitsstelle vom Rang 1. Ist 
h eine ganze positive Zahl und hat die Differential- 
gleichung (1) Koeffizienten von der Form 

^' = ^*?<(^) (< = l,2,...,n), 

?ß< (—1 in der Umgebung von x ==oo regulär ist, so 

wird x^oo ÜB Unbestimmtheitsstelle vom Rang 
k + 1 bezeichnet Wir setzen 

?ßrf(0) = a, (i = l,2,...,n) 

und nehmen an, die charakteristische Gleichung 

a* + «1^*'"^ + . . . + a„_ia + a» = 

habe n verschiedene Wurzeln (x^, . . . , g^n* Dann wird die 
Differentialgleichung, wie hier ohne Beweis angegeben sein 
möge, formell befriedigt, wenn man für y eine der n Reihen 

l = e»/«)a*«(cio + -§^ + -^ + ...) {*=!,. ..,n) 

setzt, worin gi(x) eine ganze rationale Funktion {k + l)ten 
Grades von x darstellt^ deren Ableitung 

mit dem Gliede (x^a^ beginnt Die Konstanten (Xn, ..., 
o^a und Qi, sowie Qo, (^i, Ca, ... können durch Ein- 



Ä 
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Setzung der Reihe 8i in die Differentialgleichung und 
Koeffizientenvergleichung berechnet werden. Die Reihen 8i 
(i= 1, . . . f n) werden nach Thome als Normalreihen 
bezeichnet 

Sind die Reihen 8^, . . . , Sn in einer gewissen Um- 
gebung der singulären Stelle x = oo konvergent, was aber 
nur ausnahmsweise der Fall ist, so kennt man das 
Verhalten der Integrale der Differentialgleichung in der 
Umgebung der UnbestimmtheitssteUe. 

Wenn aber die Reihen S, für jeden endlichen Wert 
von X diveigieren, so kann man nicht behaupten, daß die 
Differentialgleichung ein Integral besitzt, welches sich mit 
^^eiirn: multipliziert, wenn x einen negativen Umlauf um 
die Stelle a; = <x> vollzieht. 

Wenn also die divergenten Reihen S^, ..,, 8n 
auch keinen Aufschluß über das Verhalten der 
Integrale der Differentialgleichung bei einem 
Umlauf der Veränderlichen x um die Unbestimmt- 
heitsstelle X = cx) geben, so kann man doch mit 
ihrer Hilfe untersuchen, wie sich die Integrale 
verhalten, wenn x auf einem bestimmten Wege 
in die singulare Stelle o; = cx> geht*). Mit dieser 
letzteren Frage werden wir uns im folgenden beschäftigen, 
wir werden uns jedoch der Einfachheit halber auf den Fall 
Jo =^0 (Rang 1) beschranken, wenn auch die angewandte 
Methode für ein beliebiges h gültig ist **). 

§ 41. Asymptotlsehe Darstellimg. 

Wir betrachten wieder die Differentialgleichung (1), 
deren Koeffizienten (2) in der Umgebung von x = oo 
regulär sind. Wir machen die Voraussetzung, daß die 

*) Poincar^, American Journal^ Bd. 1, Acta mathematica, 
Bd. 8. Vgl. auch Kneser, Grelles Journal, Bd. 116, 117, 120, 
Mathem. Annalen, Bd. 49; Hörn, Grelles Journal, Bd. 118, Math. 
Annalen, Bd. 49, 50, Acta math., Bd. 23, 24, Archiv der Mathe- 
matik, Bd. 4 (3. Beihe). 

**) Das folgende schließt sich an Hörn, Acta math., Bd. 24 
an. — Vgl. Schlesinger, S. S., Kap. 5» wo nach anderer Methode 
eine spezielle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung be- 
handelt ist, und Picard, Trait^ d' Analyse, Bd. III, wo im 14. Kap. 
nach Poincar^ die Laplacesche Transformation benutzt ist. 
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n verschiedenen Wurzeln äj, (x^y . . . , An der charak- 
teristischen Gleichung (3) auch verschiedene reelle 
Teile besitzen; es sei 

(10) giK) > ^{(X^) > . . . > 3i(«n) *). 

Wir führen nach Poincare die folgende Ausdrucks- 
weise ein. Die Veränderliche x gehe als reelle positive 
Größe ins Unendliche (wir schreiben limic = +c»). Wir 
sagen, eine Funktion f{x) wird durch die (divergente) 
Potenzreihe 



^1 I ^2 

X x'^ 



^0 H — ~ + ~~^ + • • • 



asymptotisch dargestellt, wenn für jede ganze posi- 
tive Zahl p die durch die Gleichung 

definierte Funktion yp die Bedingung 

lim/p == für lima; = +oo 
erfüllt. Wir schreiben dafür 



X X^ 



/(^)~a.+-^+-^ + .-- 



Setzt man im p der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, ... 
ein, so hat man die Gleichungen 

lim.»(/(.)-Co-A_A) = o 



USW. 



Wir sagen auch, eine Funktion f(x) werde durch die 
Beihe 



*) Den reellen Teil der komplexen Größe oc bezeichnen wir 
mit di(o() . 
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asymptotisch dargestellt^ wenn die Funktion 

im oben definierten Sinne durch die Beihe 

X x^ 



Ci) + -3- + —ZT + • • • 



asymptotisch dai^stellt wird. 

Wir können nunmehr den folgenden Satz aussprechen^ 
dessen Beweis den (jegenstand der nächsten Paragraphen 
bildet: 

Haben die n Wurzeln ^^^ ...^ (Kn der charakte- 
ristischen Gleichung (3) verschiedene reelle Teile^ 
so besitzt die Differentialgleichung (1) mit den 
Koeffizienten (2) ein Fundamentalsystem y»- (i=l^ 
...^n) von der Eigenschaft, daß die Funktion yi 
durch die Reihe 84 asymptotisch dargestellt wird^ 
wenn x als reelle positive Größe ins Unendliche 
geht; d. h. es ist, wenn p irgend eine ganze positive Zahl 
bedeutet; 



(11) 



Vi 



'-W«.+-^+-+-^+^). 



ümy^p == . 

a; = + oo 



Dieser Satz gilt nicht nur dann, wenn die Koeffizienten 
Pi der Differentialgleichung (1) in der Umgebung von o? = 00 
regulär sind, sondern auch dann, wenn die Funktion Pi 
({ = 1 , . . . , n) im oben angegebenen Sinne durch eine 
(divergente) Reihe 

att . dii . 

asymptotisch dargestellt wird. 

§ 42. HU&sätze. 

Wir schicken einige Hilfsuntersuchungen voraus. 
In dem Differentialsystem 

(12) -^ = (XiWi + yQikWk (i, * = 1 , . . . , n) 



§ 42. Hil£38&tze. 
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seien a^, . . . , a« die oben eingeführten konstanten Größen, 
deren reelle Teile voneinander verschieden und absteigend 
geordnet sein sollen^ und Qik Funktionen von x mit der 
Eigenschaft 



Es ist for t»2| , . ., n; k^ 1, •••, n 



dlog 



Wi 



w- 



dx 



^ = a^ — ai + Qu — ^11 + 




««^ - :^e..^ 



*>1 



W1 



und 



7 > 



^ 



9i(a.-ai)<0. 
Wir können schreiben: 

\Qa\ < 9 , 
wo d > and limd = ist Wenn man 

setzt, wo g eine kleine positive Größe darstellt^ so ist e für 
große reelle x positiv und Urne » . Wenn für einen ge- 
mssen Wert von x^ X^>/i 



Wi 



<-(*^t), 



^1 



<~(*>i) 

€ 






ist^ so ist 



3i 



dlog 



f€i 



dx 



«^'<iR(«t-«.) + 2^ + 2(n-l)3.1-), 



y^ 1. V 



*) Unter lim/'(d?) wird stets der Grenzwert verstanden^ wel- 
chem f{x) zustrebt^ wenn x als reelle positive GrOße ins Unend- 
liehe geht. 

**) Der reelle Teil einer komplexen Große ist höchstens 
gleich dem absoluten Betrag; der reelle Teil des Logarithmus 
einer komplexen Große iet gleich dem Logarithmus des abso- 
luten Betrages. 
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dlog 






dx 



<-9' 



Y^K 



Wir verstehen unter M den jeweilig größten der 
Quotienten 



Wi 



(f = 2 , . . . , n) 



1 . 



und zeigen, daß, wenn £ < Jf < — ist. 



dlogM 
dx 



<-9 



sein muß. Es sei 



M = 



Wegen Jf < — ist 



^1 


> 


ec;,-" 


^1 



• • 



femer ist 



Wi 



w^ 






< 



(i = 2, ..., n); 



wegen M = 



Wf 

w. 



> € und 

Wk 



w^ 



wegen |«<;,''| ^ Wi 



^1<- 
Es ist also 



<k^i') 



w^ 



Unter diesen Voraussetzungen ist aber 



dlogjf 
dx 



d\og 



w^ 



dx 



<-9 
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Wenn M für einen gewissen Wert von x zwischen e 

und — liegt und bei wachsendem x größer als e bleibt^ so 

ist hiemach limJif =0; das gleiche ist natürlich der Fall, 
wenn für beliebig große a;- Werte M^e ist. Mit anderen 
Worten, wenn für emen großen Wert von x 



ist, so ist 



Wi 






lim — ^ = (<=» 2, . . ., n) . 



Für das Folgende genügt es, zu wissen, daß überhaupt eioe 
Losung w^y . . ., Wn des Differentialsystems (12) von solcher 
Beschaffenheit vorhanden ist, daß sich samtliche Quotienten 

Ui== — (* = 2 , . . . , n) 

für lima; = +00 der Null nähern. 

Die Funktionen t«»- (^ = 2 , . . . , n) genügen den Diffe- 
rentialgleichungen 

(13) ^ + UiTBii,Ur,^ßiUi^-TBi^Ut + Bir 

(i, Ä = 2, .. ., n) , 
wobei 

■Bit == Qiit } -ß^i = Qu j 

ßi = OCi— (Xi f 

also ?li(ßi} < und lim JSn = limJF2^i = limiZ^j = ist 
Jedes derartige System (13) besitzt, da es aus einem System 
von der Form (12) abgeleitet werden kann, eine Lösung 
1^2, . . . , <«M mit der Eigenschaft 

limti^ = (i = 2 , . . . , w) . 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleicbungen. 13 



und 
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§ 43. Integral y^* 

Die Koeffizienten P< (^ = 1 > . . . , w) der Differential- 
gleichung (1) mögen die asymptotischen Gleichungen 



(14) 



P.~a. + ^ + ^ + ... 



X 



X 



2 



(t = 1 , . . . , n) 



erfällen; wenn (x^y ..., oin die Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung sind, möge 

3i(Äi) > SRK) > . . . > gi(a„) 
sein. 

Setzt man 

y = Wi + ...+«(;„ , 



(7:2? 



= Äi i«?! + . . . + (XnWn , 



^-=(Xr^Wi + .,. +(Xl-^Wn *), 



dü^-^ 



*) Diurch Differentiation dieser n Gleichungen erhält man 
mit Kücksicht auf (1) : 



W 



^ dx -^' 



diD. 



2'«'ir=2''^''"" 



dw. 



2^*~'~d — Z^Pi«7-' + --' + Pn)^i; 



^ • 



dwu 



daraus ergeben sich die -; — als lineare homogene Funktionen 

dx 

der 1o^ . Ersetzt man P^ , .,,, P„ bzw. durch o^ , . . . , a„, so ist 

die rechte Seite der letzten Gleichung (y) gleich 2^iVJ^, und die 
Auflösung ergibt * 



dto^ 
dx 



= OiiWi 



(t=l, ..., n). 
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so genügen die Funktionen Wif . . ., Wn einem Differential- 
system von der Form (12); woraus durch die Substitution 

M^ = — (* = 2, .. ., n) 

ein System von der Form (13) hervorgeht Die Koeffi- 
zienten Rii befriedigen asymptotische Gleichungen von der 
Form 

X x'^ 



-R.*~-ir + ^ + --- (i,* = l, ...,n). 



Das System (13) wird formell befriedigt durch Reihen 

«. = -^ + ^ + ... (i-2, ...,n). 

Setzt man^ unter p eine beliebige ganze positive Zahl ver- 
stehend^ 

^■* " ~i~ "^ ■ • • "•" "^p+r T- ;^?+r • 

80 ist 

lim/?.i = . 

Setzt man weiter 

"" -1- -1- ^'^.1'+^ I y< TT 1 y< 
*** = ^ + •""'■ "^FPr + ^?+r - 1;* + ^FiT 

(i = 2, ..., n), 

so genügen die Funktionen 99, (i»2; ...; n) den Diffe- 
rentiedgleichungen 

■3^ + (Pi^Sii(pi =» /?,-9?rf + ^Sik q>k + Sil 

(i, * = 2, ..., n), 
worin 

Äi = Bik — Uli Ui (i ^ Ä;) , 

fllv = Mii — JBi,- I7i — (JBi2 üi + . . . + JBiH tTn) + - 



X ' 



limSii « 

13* 
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ist. Dieses System hat also dieselbe Gestalt y/ie das 
System (13) und besitzt demnach eine Lösung q)^, . . .^ q)n 
mit der Eigenscliaft 

lim^?^ = {i = 2, . . . , n) . 

Ist p eine beKebig gewählte, aber dann festgehaltene Zahl, 
so besitzt also das System (13) eine Losung t^, . . . , Un 
mit der Eigenschaft 

(15) «, = ^+...+^ + _g„ Um^.. = 0. 

Ob diese Lösuug auch für jede Zahl jp^ > p auf die Form 
„,= _+. ..+_^ + _^, lxm9>J=0 

gebracht werden kann, d. h. ob die Funktion Ui durch die 
Eeihe 

X ^ a?2 ^ • • • 

asymptotisch dargestellt wird, bleibt noch dahingestellt. 
Aus den formalen Reihenentwicklungen 

«• = ^ + S + --- (i=2, ...,n) 

iC SC 

ergibt sich der Gleichung 

dlogy __ OC^Wj + ... + OCnWn _ ^1 + ^2^ + »- - + ^n^n 
dX ~" W^ + .. . +Wn "" 1 + «2 + • • • + ^»» 

zufolge die formale Entwicklung 

da? ^ ^ a; ^ a;2 ^ a;3 ^ 

oder, wenn man 

gl« gis /l f1 

Consta" -"«^■•••=(710 + -^ + -^ + ... 

setzt, die der Differentialgleichung (1) formal genügende 
Normalreihe 
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Aus der Losung t«2> • • -^ ^ ^^^ Systems (13)^ welche die 
Gleichung (15) erföllt, folgt eine Losung y = yi der Diflfe- 
rentiaJgleichung (1) von solcher Beschaffenheit^ daß 

dx ~ "^^ "^ a; "^ a;2 "*"••' "*" xp+^ "*" xp^^ ' 

limi7i,p+i = *) 
oder 

(16)y,-e«.'a!^(cio+-^ + ...4-^ + -^), limyx„ = 0, 

ist. Da p eine zwar von vornherein willkürlich gewählte, 
aber dann festgehaltene Zahl ist^ so ist noch nicht bewiesen, 
daß die Funktion y^ durch die ßeihe 8^ asymptotisch dar- 
gestellt wird. 

§ 44. Integrale j/a, ..., j/n. 

Der in § 41 ausgesprochene Satz ist ffir eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung 

dy 



dx 



+ Py = , 

«1 , «2 



X x^ 



*) Die Integration ergibt 

log^i = «1 « + öl logx--^ - ... — -^^^^ 



X 

oo 



— '-^ — Ux + logConst. : 



es ist 

X X 



J ajP+1 7 xP+^ 



pxP ' 



oo oo 

wo rj eine Funktion von x mit der Eigenschaft lim«; = be- 
zeichnet. 

Ähnlich wie oben — = — läßt sich 

dx y^ 

= — ; ; \V=\j . . . , n — 1) 

darstellen. 



198 Vn. Abschnitt. Asymptotische Darstellung, 

gültig. Für einen beliebigen Wert von p ist 

Die Integration ergibt 

lim^'p = . 

Wir nehmen an^ der in § 41 ausgesprochene Satz sei 
für eine Differentialgleichung (n— l)ter Ordnung richtig, 
und zeigen^ daß er dann auch für eine Differentialgleichung 
nter Ordnung gilt. 

Wir verstehen unter y^ das in § 43 nachgewiesene 
Integral von (1) und setzen 

(17) y^Vifzdx. 

Dann genügt z der linearen Differentialgleichnng (n — l)ter 
Ordnung 

worin 

tfi tfi Vi 

(* = 1 , . . . , n — 1) 
ist. Aus 

folgt 

Insbesondere ist 

64=(n)4aJ + (n-l)4_iaiaJ-^ + ...+(n-*+l)ia4_iai+at. 

Setzt man 

f(a) = a* + 01««-^ + ... + «••; 

9(ß) = /?-^ + &i /?•-* + ... + &n-l , 
so ist 
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Aus den Wurzeln ^i , . . . , a« von f(p() = ergeben sich 
die Wurzeln 

/?2 = ^2 — Äj , . . . , /?n = Ä« — Äl 

der charakteristischen Gleichung g(ß)==0 von (18). Es ist 

0>9i(A)>...>3i(i8). 

Die Differentialgleichung (18) hat nach dem für Diffe- 
rentialgleichungen (n — l)ter Ordnung vorausgesetzten Satze 
die n -— 1 Integrale 

(19) ., = e^.«a:<'*(A„ + ^ + ... + §? + |^), 

lim 3,p = (i = 2 , . . . , n) 

Wir untersuchen die folgenden n — 1 Integrale von (1) : 



X 



(20) yi = yiJ0idx (i = 2,...,n). 

oo 

Dabei lassen wir den Index i vorübergehend weg. 
Durch Integration der Gleichung 

zwischen den Grenzen oo und x erhalt man^ wenn man 

X 

oo 

setzte die Rekursionsformel 

ßriv + (p — v)i7v+i = e^*a^-^ . 

Wenn man vermittels dieser Formel Vo}Vif'*'>Vp durch 
f]p^i ausdrückt^ hat man 

X X 

fzdx = Do«;o + A^i + • • • + -Dp% +f€P^xf"fdpdx 

oo oo 

= efi'o^(lk + '^ + ■-■■¥ ^)j+ hvp+i +feß''xf-Pdp dx . 
Setzt man Xp== xdp + h^ so ist limr^ endlich; und die 

X 

letzten Glieder des Ausdrucks für jsdx schreiben sich 

oo 

X 

feP^af-^Xpdx . 
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Unter Einführung der Bezeichnung 

X 

hat man °° 

Um zu beweisen^ daß lim e^ = ist^ setzt man 

v = x + w = xll -\ J 



und erhalt 



€p 





Für M7^0, a;>l ist 



^ " ^ f^" (^ + ir^' '^^(^ + "^^ ^"^ 



|a-i>-l|log(l + -^)^ilflog(l + ^), 

wo M eine positive Größe ist. Wenn man x so groß 
nimmt^ daß \Tp{x)\ und demnach auch |Tp(a; + 1<;)| unterhalb 
der endlichen Größe g liegt^ so ist 



oo 



ßpl < ü. ie^{ß)^+M\oz{\+w)^^ *) 





Das letzte Integral ist endlich und daher 

lim ßp = . 

Wenn man den Index i wieder einführt ^ hat man für 
i = 2, . . ., n 

X 

fg,dx = eßi^x-i (iio + ^' + . . . + -^ + ^) , lim«,, = 0, 



also 

Vi 






♦) Es ist |e^| = e9l(9')^el^l . — ^(ß) ist negativ. 
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oder 

(21) l^ \ '"^ a; ^ ^ xP ^ xPj' 

[ limy,p = 0. 

Ferner hat man 

"T 



dx dx ' f 

jgidx 

oo 

oder^ wenn man für die Größen auf der rechten Seite die 
bekmmten Entwickelungen einsetzt: 



§ 45. Nachweis der asymptotischen Darstellung. 

Wir haben gesehen , daß die Differentialgleichung (1) 
n Integrale y^y » » - , yn iiiit der Eigenschaft 

hm—^ = (Xi (* = l,...,n) 

oder 

yi « Cio c(«<+^<)^, lim 3, = (i =- 1 , . . . , n) 

besitzt. Aus dieser Form geht hervor, daß eine ßelation 
Zciyi = mit konstanten Koeffizienten nicht bestehen kann^ 
daß also y^^ . . . y y^ ein Fundamentalsystem bilden. 
Ist 

dlog(Ct yi + . . . + CnVn) ^ 

dx " \ 

so muß Ci = 0, ...,Cn-i = sein; es gibt also nur ein 
einziges Integral y ^^^y^y für welches 

dlog^_ 

ist; wenn Integrale, welche sich nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden, als identisch angesehen werden. 

Das Integral yn von (1) ist folgendermaßen entstanden. 
Nach Festlegung der ganzen positiven Zahl jp ist 97^ 
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{i^2 , . . . , n) irgend eine Losung des in § 43 angestellten 
Differentialsystems mit der Eigenschaft lim 99«- = . Die 
Gleichung 

^ ^ !+••«+...+«„ ^ 

WO 

***- x^'"^ xP+^ + XP+^ 

istj stellt ein Integral von (1) dar. Wenn unter 0n das 
einzige Integral von (18) verstanden wird, für welches 

""d^"" = i*»» == ^»^ "" ^1 
ist, so ist 

X 

yn = yil^ndx. 



00 



lim!^^^^ = «. 



Setzt man an Stelle der ursprünglich angenommenen Zahl p 
eine ganze positive Zahl p^>Pt während im übrigen das 
bei der Bildung von y„ benutzte Verfahren beibehalten wird, 
so stößt man auf die Funktion 

welche, weil 

dlogyn 
dx 

ist, mit yn identisch sein muß. 

Es ist also für jeden Wert von p 

(22) y„ = e-«:«..(ao + % + ... + % + ^), 

limyHp = 0, 

d. h. das Integral yn wird durch die Normalreihe Sn asym- 
ptotisch dargestellt 

Es ist noch zu zeigen, daß auch für i = 1 , . . . , n — 1 
das Integral yi durch die Normalreihe 5,- asymptotisch dar- 
gestellt wird, d. h. daß für jeden Wert von p 
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(23) y, = ^,»:^.(Q„ + ^^ + ...+ ^' + g), 

lim y,p = 

ist, nicht nur für die in § 43 eingeführte feste Zahl p. 
Wir verstehen unter j?' eine beliebige ganze positive Zahl^ 
welche die ursprünglich eingeführte Zahl p übertrifflb. Wir 
bilden^ von dieser Zahl j/ ausgehend^ ein Litegral yi ebenso^ 
wie y, mit der Zahl p gebildet wurde. Dann ist 

Die Integrale yi;...,y(» bilden ein Fundamentalsystem; 
es ist 

Wenn man y^ durch den obigen Ausdruck ersetzt und für 
Ä; = i + 1, . . . , n 

yi = e«*^a;^*(Gfco + yio) , limyio = 
setzte so hat man 



n 



Setzt man 



n 



SO ist, da der reelle Teil von a* — - a,- negativ ist, 
und man hat 

,, - ^..«.(cr,. + §S + . . . + ^ + &f ) 

für jede Zahl p', w. z. b. w. 

Ist in einem beliebigen Integral 

y = <h.yi + " ' + <^nyn 

der Differentialgleichung (1) 
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80 hat man für jeden Wert von p 

y = ae^i' 3^i(c,^ + ^1 + . . . + ^f + ^)+ ^c*c(«*+«*)« , 

limy^p = 0, lim3t = 0. 
Setzt man 

n 

so ist 

d. h. das Integral 

y = Ciyi + ... + CnVn 

wird^ wenn Ci von Null verschieden ist^ durch die Reihe 
dSi asymptotisch dargesteUt. 

Wir haben uns bisher auf die Betrachtung reeller 
positiver Werte von x beschrankt Geht x mit dem Argu- 
ment CO ins Unendliche; so wird die Differentialgleichung (1) 

durch die Substitution x^qef^^f^ in eine Differential- 
gleichung mit der unabhängigen YeranderUchen o über- 
ieführt^ deren charakterisÄ Gleichung die Wurzeln 

e^^^oi.^ ) . . . , €^^^^(Xn besitzt. Durch die bisherige Vor- 
aussetzungy daß die reellen Teile der Wurzeln verschieden 
sind; sind diejenigen Argumente co vorläufig ausgeschlossen^ 

für welche zwei der n Größen e^^^oci gleiche reelle Teile 
erhalten.*) 

Aufgabe 1. Man zeige^ daß die Besselsche Diffe- 
rentialgleichung (§ 39; Beisp. 4) 

durch die beiden Normalreihen 

"^ 1! 2ix'^ 21 \2ix)'^'" 

*) Die in § 40 genannten Arbeiten des Verfassers beschäftigen 
sich zum Teil mit dem Verhalten der Integrale in der ganzen 
Umgebung der Unbestinuntheitsstelle. Vgl. auch Jacobsthal; 
Mathem. Annalen, Bd. 56. 
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L^"^ 1! -2ta?"*" 2! \^2ix)'^"\ 

formell befriedigt wird; welche abbrechen^ wenn n die 
Hälfte einer ungeraden Zahl ist, sonst aber divergent sind. 
Die oben dargestellte Methode zur Untersuchung der Inte- 
grale in der Nähe von o; = oo versagt für reelle x y man kann 
aber nach Kneser (Grelles Journal, Bd. 117, 120), Hörn 
(Math. Ann., Bd. 49, Archiv d. Math., Bd. 4), Jacobsthal 
(Math. Ann., Bd. 56) verfahren und insbesondere die speziell 
auf Besselsche Funktionen bezüglichen Arbeiten von 
Hankel (Math. Ann., Bd. 1) und Weber (Math. Ann., 
Bd. 37) benutzen. Für große reelle positive x wird die 
Besselsche Funktion Jn{x) durch eine gewisse lineare 
Verbindung von S^ und 8^ asymptotisch dargestellt: 

Aufgabe 2. Asymptotische Darstelluiig der Integrale 
der Laplaceschen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

durch die Nonnah:«ihen in der Nähe der ünbestimmtheits- 
stelle x = oo. VgL Schlesinger, S. S., §§ 49—52 und 
Hörn, Mathem. Annalen, Bd. 49. — Die Besselsche 
Differentialgleichung geht durch die Substitution y^cc^z in 
die spezielle Laplacesche Gleichung 



ä^e dz 



Über. 



•) Vgl. Schlesinger, S. S., § 53. 
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Entwickelnng der Integrale einer linearen 

Differentialgleichimg in einem Kreisring 

und in der Umgebnng einer 

ünbestimmtheitsstelle. 



§ 46. Unendliche Determinanten.'^) 

Es sei ein System von zweifach unendlich vielen Ele- 
menten 

Ai% (i , Ä == — oo . . . + oo) 

gegeben, wobei i, k alle ganzzahligen positiven mid nega- 
tiven Werte annehmen. Wir führen den Begriff der un- 
endlichen Determinante 



(1) 



D = [Ä(k] (i, ifc = — cx> . . . + oo) 




*) Zur Integration einer in der Mondtheorie vorkommenden 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung wurde von Hill 
(Acta math., Bd. 8) eine unendliche Determinante benutzt, deren 
^onvergenz von Poincar4 (Bulletin de la Soci^te math. de 
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ein^ dessen Definition im folgenden gegeben wird. Sämtliche 
Elemente Äik mit dem ersten Index i bilden die ite Zeile^ 
sämtliche Elemente An mit dem zweiten Index X; die Ä;te 
Kolonne^ die Elemente An (i = — oo . . . + oo) bilden die 
Diagonale und ^o ist das Anfangsglied. 

Bildet man die Determinante {m + n + l)ten Grades 

(2) D = [Än] (i, * = -m...n) 



und ist 




^ 'tt y ^ 



m 



. . . -4t»o 

lim Dmn 



• • • -^-wn 

D 



m=oo, n=oo 



endlich oder Null^ so heißt die unendliche Deter- 
minante (1) konvergent und D ihr Wert Mit anderen 
Worten^ die unendliche Determinante heißt konvergent^ 
wenn sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven 
Größe d positive ganze Zahlen My N so angeben lassen^ daß 



ist, wenn m > üf , n > ^ ist und p , q beliebige ganze posi- 
sitive Zahlen sindL 

Eine hinreichende Bedingung ffir die Konvergenz einer 
unendlichen Determinante lehrt der folgende Satz kennen: 

Die unendliche Determinante I) ist konvergent, 
weiin das aus den Diagonalgliedern gebildete un- 
endliche Produkt 

(3) _fj^< 



• =-oo 



France, Bd. 14) bewiesen wurde. H. v. Koch (Acta math., 
Bd. 15, 16) hat die unendlichen Determinanten angewandt, um 
die Reihenentwickelung der Integrale einer linearen Differential- 
gleichung in einem Kreisring und in der Umgebung einer Un- 
bestimmtheitsstelle allgemein zu berechnen, während Fuchs 
(vgl. § 27) nur die Form der Beihen festgestellt hatte. In betreff 
der Theorie der unendlichen Determinanten sei noch auf eine 
Abhandlung von Cazzaniga (Annali di Matematica, Serie 2, 
Bd. 26) verwiesen. 
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und die aus den der Diagonale nicht angehörigen 
Gliedern gebildete unendliche Doppelreihe 

(4) ^X^* (f, * =» - cx> . . . +00; i:^h) 

absolut konvergent sind. 
Zum Beweise setzen wir 

(5) A4k = an (i^k); -4,,. = 1 + a^,- . 

Ist das Produkt der Diagonalglieder absolut konvergent, so 
konvergiert die unendliche ßeihe 



+00 



Z\<^*\ • 



•= -00 



Auf Grund der zweiten in unserem Satze gemachten Vor- 
aussetzung konvergiert auch die Reihe 

a,j| (i, & = — 00. . .-)- 00; i:^h). 




k 



Folglich ist auch die Beihe 

«1*1 (i,* = "-öo... + (X)) 



?? 



konvergent, in welcher i^k ist, und daraus folgt die Kon- 
vergenz des Produktes 



+00 / +00 



p-rri+ 



2 

1= -00 \ *= -00 

d. h. wenn man 

n / n 



«a 



1= -m \ ft= -m 



O'ik 



setzt, so lassen sich nach Annahme einer beliebig kleinen 
Größe d positive Größen M, N so angeben, daß für 
m> M, n> N und tmp,q = 0, 1,2,... 

ist. 

Wir denken uns sowohl die Determinante Dmn als 
auch das Produkt P^n entwickelt. Nehmen wir von jedem 
GUede von Dmn den absoluten Betrag, so haben wir ein 
Glied von P^nl außerdem enthalt Pmn noch andere posi- 
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tive Glieder. Derselbe Zusammenhang besteht zwischen 
■Dm+i»,n+j und Pm+p,n+g. Wenn man die Elemente 

an (h Jc=^ — m—p, ...,— m — l;n + l,...,n + g') 

durch Null ersetzt, gehen 2),«+p,H+o und Pn^+p^n-\-q in Dm« 

und Pfnn über, so daß Dm+o,n'\-q — l)mn und Pfn+o.n+q — Pmn 

die fortfallenden Glieder aarstellen'*'). Es ist also 
und daraus folgt 

I J^m+p, n+q — J^m n | "^C ^ 

fürm>ilf, n>^und fürp, ^ = 0, ±1 , ±2, . . ., w.z.b.w. 
Diejenigen unendlichen Determinanten, welche die in 
dem obigen Satze enthaltenen Voraussetzungen erfüllen, werden 
von V. Koch als normale Determinanten bezeichnet. 
Im folgenden werden stets normale Determinanten voraus- 
gesetzt. 

§ 47. Eigenschaften normaler unendlicher 

Determinanten. 

Der Wert einer konvergenten unendlichen 
Determinante ändert sich nicht, wenn man ein be- 
liebiges Diagonalglied als Ahfangsglied betrachtet. 
Wählt man z. B. du an Stelle von Uqq zum Anfangsglied, 
so tritt an Stelle von Dmn die Determinante 

Dil n = [«1+»-, 1+»] (i, Ä = — m . . . n) ; 

es ist aber Di,» = -Z)m-i,w+i^ also 

Um 2>;„H= lim i)«_i,„+i = D. 

Ersetzt man in der normalen Determinante D 
die Elemente einer beliebigen Zeile durch Größen 

^t ( jfc = — CX> . . . + (X)) , 

welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind 
als eine positive Größe yw, so erhält man wieder 
eine konvergente Determinante. 



*) Sämtliche Glieder von Pmn sind in Pm+p.n+q, sämtliche 
Glieder von Dmn in Dm+p^n+q enthalten. 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 14 
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Denn ersetzt man etwa die Elemente der Zeile Aoh 
(jk = — cx> . . . + oo) durch die Größen /i», so mögen Dmnf JD 
in Dmnf ly übergehen. Die Produkte P^m^ P mögen durch 
WeglasBung des dem Index i = entsprechenden Faktors 
in ^M> P' übergehen. Dann ist 

woraus die Konvergenz von 1/ wie oben folgt. 

Die Determinante D ändert ihr Vorzeichen^ 
wenn man zwei Horizontalreihen vertauscht; sie 
verschwindet, wenn zwei Horizontalreihen über- 
einstimmen. 

Die unendliche Determinante D nnd das unendliche 
Produkt P lassen sich als unendliche Beihen darstellen. 
Setzt man Dn = Dmm^ Pm = Pmm> so ist 

D = lim Dh = lim [Dl + (D3 - A ) + . . . + (-Dn - -D« > i)] 



M=:00 M = 00 

00 



p=Pi+2'(-P«--P«-i). 

Es ist auch die Beihe konvergent, welche aus der letzteren 
Seihe dadurch hervorgeht, daß man Pn — Pm.i in die 
einzelnen positiven Bestandteile zerlegt Denkt man sich 
in ahnlicher Weise Dn — Dn-i in die Bestandteile zer- 
legt, so konmit der absolute Betrag eines jeden dieser Be- 
standteile in Ph — P«-i vor, während P^ — Pi»>i noch 
weitere positive Bestandteile enthalt Demnach ist die Beihe, 
welche aus der obigen Beihe für D dadurch hervorgeht, 
daß man Dn — Dn-i entwickelt, unbedingt (d. h. unabhängig 
von der Anordnung der Glieder) konvergent 

Die unendliche Determinante D läßt sich daher auch 
auf die Form brmgen: 

(6) 2) = 2'±(... J.>2,p_,^.i,p_j^,^^i,p^^,,^...), 
wo 

•••> P-«> P'l> POf Plf P%} ... 

eine beliebige Permutation der Zahlen 
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darstellt und das Zeichen + wie bei einer endlichen Deter- 
minante bestimmt wird. Jedes Glied in dieser Entwicklung 
der Determinante D enthält aus jeder Zeile und aus jeder 
Kolonne ein und nur ein Element. Faßt man alle Glieder^ 
welche das Element A^jt enthalten^ in AnOin zusammen^ so 
fehlen in (Xn die Elemente der iten ZeUe und der ^ten 
Kolonne; oiny die Unterdeterminante von Äny ist 
die unendliche Determinante^ welche aus 2) da- 
durch hervorgeht, daß man das Element Aik 
durch 1, alle übrigen Elemente der iten Zeile 
und der Ä;ten Kolonne durch ersetzt; man hat 

dB 

Es gelten die Gleichungen 



(7) 



+ 00 

D=^AikOCiky 

k = -oo 

+ 00 

0=^^A4kOCjk 

k=-oo 



(i ^j) , 



welche eine Ausdehnung bekannter Eigenschaften der end- 
lichen Determinanten darstellen. 

Ahnlich wie bei einer endlichen Determinante besteht 
die Entwicklung: 



(8) 



Ht 



+2 

i.k 






+2 

i»k, l 



"T • • • 5 



an aa <iii 

«»«• (^kk «*« 

au aijt au 
alle positiven und negativen 



dabei durchlaufen i^ Jcy l^ . , 
ganzen Zahlen mit der Maßgabe/ daß 

i< Ä< Z< . .. 
ist. 

Die Elemente 

Aii = Äik{r) (♦, Ä = — oo . . . + oo) 

der unendlichen Determinante D'=^D{r) seien jetzt ana- 
lytische Funktionen einer Veränderlichen r, 



n 
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welche sich in einem gewissen Bereich S3 der 
r-£bene regulär verhalten. Wir nehmen an, daß 
das unendliche Produkt 

+00 

is= -00 

und die unendliche Doppelreihe 

^^Äik(r) (iy * = — 00... +00; i^h) 

i k 

für alle dem Bereich SS angehörenden Werte 
von r absolut und gleichmäßig konvergieren. 
Dann lassen sich^ wenn d eine beliebig kleine positive Größe 
darstellt^ positive ganze Zahlen M, N so angeben^ daß für 
m>M, n>Ny für py g'^O, ±_l , ±2, ... und alle 
Werte von r im Bereich S5 

ist. Dann heißt die unendliche Determinante I){r) im Be- 
reich 9) gleichmäßig konvergent. Setzt man 

80 konvergiert Dn{^) für alle r-Werte des Bereiches S 
gleichmäßig gegen den Grenzwert D(r). Mit anderen 
Worten, setzt man ^ 

D(r) = A W +Z[^n{r) - Dn-i{r)] , 

SO erscheint D{r) in Form einer im Bereich f8 gleichmäßig 
konvergenten Reihe, deren Glieder sich in diesem Bereiche 
regulär verhalten. Demnach ist die gleichmäßig kon- 
vergente unendliche Determinante D{r) eine im 
Bereich 33 reguläre Funktion von r. 

§ 48. Aufstellung der unendlich 
vielen linearen Gleichnngen für die Koeffizienten 
der einer linearen DifPerentialgleiclinng genügenden 

Laurent sehen Reihe. 

Die lineare Differentialgleichung 
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habe als Koeffizienten P^y . . , , Pn eindeutige analytische 
Funktionen von x, welche sich in der Bingääche fH 

R<\x <R 



zwischen zwei konzentrischen Kreisen vom Mittelpunkt x = 
mit den Radien B und 22' überall regulär verhalten. Die 
Funktionen Pi{x) (i = 1 , . • . , w) lassen sich also in Seihen 
entwickeln^ welche nach positiven und negativen Potenzen 
von X fortschreiten (Laurent sehe Seihen) und in dem 
Gebiet R<i\x\<iJBf konvergent sind. Ist insbesondere 
X = eine singulare Stelle der DifiPerentialgleichung (an 
welcher sich nicht sämtliche Integrale bestimmt verhalten)^ 
ist aber im Innern des um ^ = mit dem Radius R be- 
schriebenen Kreises keine weitere singulare SteUe vorhanden, 
so sind die Laurentschen Reihen för P^^ , . . . > P„ in dem 
Gebiet 0< |ic| < iJ' konvergent 

Nach dem in § 27 abgeleiteten grundlegenden Satze von 
Fuchs besitzt die Differentialgleichung (9) n Lösungen 

Vi = ixf*(pi (* =- 1 , . . . , n) , 

worin r«- eine Konstante und 97, eine in der Ringfläche 9t 
eindeutige Funktion von x darstellt, welche sich in eine 
Laurentsche Reihe entwickeln läßt; dabei ist vorausgesetzt, 
daß die Fundamentalgleichung, welche einem innerhalb der 
Ringfläche fü vollzogenen Umlauf um den Nullpunkt ent- 
spricht, n verschiedene Wurzeln a>i , . . . , a>» besitzt ; die 
Größen r^ , . . . , r^ sind durch die Gleichungen 

nur bis auf ganze Zahlen bestimmt. Früher war nur die 
Form der Losungen y, ermittelt; wu- lernen jetzt eine 
Methode zur Berechnung der Exponenten r^ und 
der Laurentschen Reihe für die Funktionen 99, 
kennen. 

Wir können annehmen, daß der Koeffizient Pi{x) von 

-ri ^ identisch verschwindet; andernfalls würden wir nax^h 

§ 12 an Stelle von y eine neue Veränderliche z vermittels 
der Substitution 

-—/"Ad« 
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einfuhren. Indem wir die Differentialgleichung (9) mit 2^ 
multiplizieren, geben wir derselben die Form 



(A) 






dabei ist 

(10) Qt{x) »^a,,«?- (» - 2 , 3 , . . . , n) 



V = -00 



eine in der Bingfläche 9t konvergente Laurentsche Beihe. 
Die Differentialgleichung (A) besitzt sicher eine Lösung 

von der Form 

+00 

(11) y = of(p=^g,c(f^-. 



v = -00 



Wir setzen diesen Ausdruck in die Differentialgleichung (A) 
ein 9 ordnen nach Potenzen von x und setzen den Koeffi- 
zienten von od^ (v = — cx> . . . + cx>) gleich Null. Man hat 

wo 

Aa:,r) = r(r-l)...(r-w + l) 

+ r{r--l)...{r^n + Z)Q^{x) + ...+rQn^i{x)+Qn{x) 

in der Ringflache 9i in eine Laurentsche Reihe entwickel- 
bar ist. Setzt man 

SO ist 

f/oW = ^(r~l)...(r~n + l) 

+ r(r — 1). . .(r — n+3)a2o+ • . . + ^aH-i,o + ano, 

(A = ±l,±2,...). 



(12) 



Das Resultat der Einsetzung der Reihe (11) in die Diffe- 
rentialgleichung (A) ist also 
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V = -oo 

+00 



+00 






v= -00 
+ 00 



= Z'Ö^«W^+'", 



wobei 



=s -00 



+00 



gesetzt ist. 

Damit die Eeihe (11) die Differentialglei- 
chung (A) befriedigt^ müssen also die Größen r 
und g^ den unendlich vielen Gleichungen 

(13) 6^«(r)=2fl^,/«.,(r + v) = (m = -00 . . . + 00) 



r =s -00 



genügen. 
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Setzt man 



(14) v'-.r (r) = 



(m , V = — cx> . . . + cx>) , 



fo{r + m) 
so daß 

Wnim {r) = l (m = — 00 . . . + 00) 

ist^ so haben wir die unendlich vielen Gleichungen 

(^^) 7^T&=2fl^-V'«r(r) = (m = -ao... + ao). 

Wir betrachten die unendliche Determinante 

(16) ÖW^lv-ii'W] (m, v = — 00... + 00) 



• • < 


. 1 


• • • V-m, • • • 


• • • • 4 

V-»,« • 


» • • 


. • < 


. Vo. -« 


• « • X . • • 


Vom 


> • • 


. • 1 


> • • • • 


• • • V'wo 

• • • « • 


1 


1 • ■ 
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Es seien r = ^^ , q^, . . . , q^ die Wurzeln der Gleichung 
nten Grades 

foir) = , 

SO daß man hat: 

(17) fo(r) = (r - öi)(r -&)-.. (^ - Qn) . 

Wir grenzen in der r-Ebene einen Bereich 33 ab, welcher 
weder in seinem Lmem noch auf seinem Bande eine der 
Wurzeln 

Ql + ^f "'9 Qn + v (v = 0, +1, ±2, .. .) 

einer der Gleichungen 

/o(r + m) = (m = -- oo . . . + oo) 

enthalt. Wir weisen nach, daß die Determinante Q{r) 
für alle r-Werte des Bereiches S) gleichmäßig 
konvergent ist. Da sämtliche Diagonalglieder gleich 1 
sind, so haben wir, um diesen Nachweis zu führen, nur zu 
zeigen, daß die unendliche Doppelreihe 



VmvW (w> »' = — OO . . . + c»; m:^v) 




im Bereich 93 absolut und gleichmäßig konvergiert. 

Aus dem Ausdruck für /*^(r) erhalt man, wenn man 
X = m — Vf also v = m — X setzt, für A ^ : 

ffn^Ar + v) = Mr + ni-X) 
= {r + m — X){r + m — X — 1) . . , (r + m — X — n + 3) (K2i 
+ (r + m — A) (r + w — A — 1) . . . (r + m — A — w + 4) (XsA 

+ ... +{r + m — X)0Cn-l, l + OCnk 

= (r + m)^'^H,iX) + ... + {r + m)Hn.i{X) + Hn{X); 

hierin sind j^(A), ..., HniX) ganze rationale Funktionen 
von X und lineare homogene Funktionen von oc^X) • • • > ^nx» 
Die Beihen (10) waren in der Ringfläche JS< |a;| < JJ' 
konvergent vorausgesetzt Wir können annehmen, daiß 

R<1<R 

ist; andernfalls würden wir vermittels der Substitution 
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an Stelle von x die neue unabhängige Yeränderliche af ein- 
führen und dadurch Qi(x) in eine Laurent sehe Reihe 
von af verwandehi, welche für 



]/|<M</ 






also auch für |:z:^| = 1 konvergiert. Demnach dürfen wir 
annehmen, daß die Reihe Qi{x) und die daraus durch glied- 
weise Differentiation abgeleiteten Reihen für |a;| = 1 un- 
bedingt konvergieren, d. h. daß die Reihen 

+ 00 +00 +00 

und folglich auch die Reihen 

2|^*^.a| (2 = 0,1,2,...) 

i = -oo 

konvergent sind. 

Da HpiX) (p = 2, . . . f n) eine Summe von Gliedern 
von der Form 

A«Äa (2 = 0, 1,2, ...) 

ist, so ist auch die Reihe 



konvergent. 

Man hat nun 



i = -oo 



22 k- 




m v^m 



fm-y{r + v) 
/ö (*• + »») 



=1:2 

m 



/l(r + »t — A) 
^ (*• + »») 



^2 

m 



M-2 



r + m 
foir + ni) 



m 



{r + m) 
fo{r + fn) 

1 



+ 



fo{r + fn) 



Da die Reihen 



2 

M 



n—i 



(r + »») 

/ö(r + iny 



(* = 2, 



n) 
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im Bereich S) gleichmäßig konvergieren, so ist auch die 
Reihe x^ x^ ■ 






im Bereich 93 gleichmäßig konvergent» w. z. b. w. 

Die unendliche Determinante Q(r) stellt also eine anar 
lytische Funktion von r dar, welche sich mit Ausnahme 
der Stellen 

Qi+^f •••* Qn + v (y==0, ±1, ±2, ...) 

überall regulär verhalt. Wir zeigen, daß 

(17) ß(r + 1) = Q(r) , 

daß also Q{r) eine periodische Funktion von r mit 
der Periode 1 ist. Aus dem obigen Ausdruck für yfmr{^) 
folgt nämlich 

yfmr{r + 1) = V'm+lir+l W • 

Demnach ist 

fl(r+l)=[v«r(^+l)]=[v«i+i,i'+iW] (w,v=--oo...+oo); 

es ist aber auch 

Q(r) = [yfmr{r)] = [Vm+i, r+i{r)] (m, V = — oo . . . + oo) , 

da es gleichgültig ist, ob man das Glied v'oo ^^^ ^ 
Glied tpii als An^gsglied der Determinante betrachtet. 
Wir setzen 

wo Uy V reelle Größen sind; wir nehmen an, daß u nicht 
mit dem reellen Teile einer der Größen 

Qi + ^f •••> Qn + v {v^O, ±1, ±2, ...) 

übereinstimmt» und lassen v positiv oder negativ unendlich 
werden. Dann ist 

(18) limfl(w + tt;)=l. 

f=±oo 

Es ist nämlich 

da der Zähler /^.^(r + v) von ^my(^) eine ganze Funktion 
(w — 2)ten Grades von r, der Nenner /o(r + m) eine ganze 
Funktion nten Grades von r ist. Alle Diagonalglieder von 
Q{r) haben den Wert 1, während alle GUeder außerhalb 
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der Diagonale bei dem beschriebenen Grenzübergang ver- 
schwinden. 

Wir nennen zwei r-Werte inkongnienti wenn ihre 
Differenz keine Periode, d. h. keine ganze Zahl ist. Hat 
die Gleichung /Jj(r) = n inkongruente Wurzeln 
Qi} '"yQnf so ist /o(r)fl(r) auch in der Umgebung der 
Stellen Qk (A; = 1 , . . . , n) gleichmaßig konvergent; denn 
diese Determinante geht aus Q{r) dadurch hervor, daß man 
die Zeile ^ t m \ 

durch 

/•_,(r + v) = /i(r-A) (A = +«>... -oo) 

ersetzt Für A:^0 ist 

fx{r -X) = f*-*E,{X) + . . . + rHn-i(X) + Hn{k) ; 
da die Reihe 

^\fiir-X)\^t*-»S, + ...+r8n-i + 8n 

X = -oo 

ebenso wie die Reihe 

in der Umgebung von r = Q]t gleichmäßig konvergent ist, 
so ist ^(r)i3(r) bei r = qu regul&r. Die Funktion Q{r) 
hat also die Pole 

Qk + v (Ä = 1 , . . ., n; V« — oo . . . +oö) • 

Setzt man 
(19) ö> = 6«^«> ; öi = e»^'^» (* = 1 , . . . , n) , 

so geht die eindeutige Funktion Q{r) von r mit der Periode 1 
in eine eindeutige Funktion von o) über, welche sich im 
Endlichen außer in den Polen 0^, . . . , 0n überall regulär 
verhält Wegen r = ti + • v ist 

|a)| = e-"«*'; 

wegen limi? = 1 nimmt die Funktion Q sowohl für o) = 

als auch für a> = oo den Wert 1 an. Daher ist Q(r) eine 
rationale Funktion von co, welche eine Entwicklung von 
der Form 
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(20) Q = (*»- <»i) •••(«>- «>») 

^ ' (o) - Öl) . . . (<ö - ö«) 

zuläßt, wobei 

ist. Wenn man 

(Ok = e*"**«'» (A = 1 , . . . , n) 

setzt, wodurch r« nur bis auf ganze Zahlen bestimmt ist^ 
so ist 

oder bei passender Wahl der tu 

(21) x^t«^:^*- 





Da 

(o-(Ok _ g»^» -^ e«^»* ^ ^.7r^-.^^ sinjt(r~rt) 
a> — öi e*"»*" — ^'^^Qh sinjr (r — qj) 

ist, so eigibt sich unter Berücksichtigung der Relation (21) 
für die Funktion Q die Entwicklung 



» 



sin jr (r — r*) 



(22) ß(r) = JT "°T-^* , 

aus welcher die Nullstellen 

r = ri + y (jfc=l,...,n; v = — <x> . . . +oo) 

ersichtlich sind. (Die Formel (22) bleibt übrigens gültig, 
wenn ß^, ..., ^^ verschwindende oder ganzzaUige DiflFe- 
renzen aufweisen.) 

Sind ^1, ..., ^n inkongruent, also ö^, ..., 6n ver- 
schieden, so gestattet Q die Partialbruchzerlegung 

wobei 

sein muß, damit i3 für a> = den Wert 1 annehmen kann. 
Daher ist 
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^ (o — Ok ^ (o — Ok ' 
wegen 

haben wir folgende Darstellung der Funktion ä(r): 



(24) 



fl = 1 + ;;i T Jl&cotg;;i(r — qi) , 



n 



2;jM*=o*). 



ik=l 



§ 50. Die unendliche Determinante ^{r). 

An Stelle der Determinante Q(r) läßt sich eine andere 
unendliche Determinante Aif) einfuhren, welche eine ganze 
transzendente Funktion von r darstellt 

Wir setzen 

Äo(r)=l; Ä«(r) = -— e »« . . . e «• (m:^0), 

so daß hm(T) für keinen endb'chen Wert von r verschwindet 
oder unendlich wird. Wenn man 

(25) XfnM-'f^m{r)h^.{r + v) 

setzt, so lauten die unendlich vielen linearen Gleichungen (13) 

(26) K{r) Gn,{r) ^^g^Xm^r) = (m = - oo . . . + oo) . 



V = -oo 



Nun betrachten wir die unendliche Determinante 



*) Sind Qi, . ..f Qn nicht sämtlich inkongruent, so erfährt 
diese Entwicklung die von H. v. Koch, Act. math., Bd. 16, S. 283 
angegebene Abänderung. 
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(27) Ar)^{x»Ar)] (m, r = -«,... +00) 



• • • X'f^f -•• 


• • • • 
• • • X-«, 


• 



• • • X-m^m • • • 


• • • Xo, -•• 


-y ;too 




. . . XOm 


• • • Xm» -m 


• • • ;i:«o 

. • . • 


• 


• • • Xmm 



Um die Konvergenz dieser Determinante nachznweisen^ 
zeigen wir^ daS 

1. die aus den der Diagonale nicht angehorigen Gliedern 
gebildete unendliche Doppelreihe 

in einem endlichen Gebiet ® der r-Ebene absolut und 
gleichmaßig konvergiert und daß 

2. das aus denDiagonalgliedem gebildete unendlicheProdnkt 

+00 

][JXfnm{r) 



m=s -00 



im Gebiet ® absolut und gleichmaßig konvergiert. 

Es ist eine positive Große h so vorhanden, daß für 
alle r- Werte des Gebietes ® 

ist. Dann hat man 



m* 



= » 



^\Xmv\<h 

\f,{r + m-X)\ 



\fm.Ar + v)\ 



m* 













+ h8n^l 




(r + mf -' 

f -f" '^ 



fi^ + . . . + 



r + m 



Ä-i+^&} 



+ ... 



M^O 



m* 



+ ÄS, 




m* 
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Daraus folgt, daß die Beihe 





für alle dem endlichen Gebiete % angehörigen Werte von r 
gleichmäßig konvergiert Dasselbe gut für die Reihe 

denn es ist 

Demnach ist die unendliche Doppelreihe 

tmy^T) (w, r = — oo... +oo; w i^; v) 





m y 



für jeden Wert von r im Bereich % absolut und gleich- 
maßig konvergent. 

Ein Diagonalglied von /d(r) ist von der Form 

;i:mmW = Ä;(r)/o(r + m) 

= ^iT* * 'JJir + m-e,) 



=JT(>+^) 



e *" 

.IV • •» / 



für m:^0, während 



k=l 

ist. Nun ist aber das unendliche Produkt 

r 



ZT('+-^)'---^ 



r 



im Bereich ® absolut und gleichmäßig konvergent Das- 
selbe gilt also auch für das unendliche Produkt 
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+00 



n{r) = JJxmmir) 



m — -00 



*=1 m^O *=1 l J 



M 



sin jr (r — q^) 



-j-Y sin jr ^r 



Die unendliche Determinante A(r) ist demnach 
in jedem endlichen Bereiche @ gleichmäßig kon- 
vergent; sie stellt also eine analytische Funktion von r 
dar, welche sich im Endlichen überall regulär verhalt, 
d. h. eine ganze transzendente Funktion von r. 

Zwischen entsprechenden Elementen Xmv nnd rp^y der 
Determinanten A{r) und Q{r) besteht die Beziehung 

Xmy{r) = \pmy{r) • Ä«,(r)/Ö(r + m) = tpmAr) • x*nm{r) ; 
wegen 



mr) -= JJ^XmUr) 



m= -00 



hat man zwischen A{r) und i3(r) den Zusammenhang 
(28) J(r) = ß(r)77(r), 



wo 



(29) /i(r) = JJ«Bfl(LllM 

ist Wegen 



und 



J7(r + l) = (-l)«/7(r) 

fl(r+l)=«ß(r) 
ist 

(30) zJ(r+l) = (-l)~zJ(r). 

Aus der Darstellung (22) von ß(r) ergibt sich die fol- 
gende Darstellung der Determinante A{r): 

(31) J(^)=77.?Ef±ZL!5^ , 



1 
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aus welcher die Nullstellen 

r = ri + V {Jc = l, . . . f n; V = —oo . . , +oo) 

ersichtlich sind. 

§ 51. Integration einer linearen Differentialglelehnng 
yermittels nnendlieher Determinanten. 

In § 48 ergab sich als Besultat der Einsetzung der 
Reihe (11) in die linke Seite der Difierentialgleichung (A) 



m = -c» 



WO 



+ 00 



Gmir)=Z9rfm-r(r + v) 



y = — oo 

+ 00 



ist 

Es sei 



J +00 



eA(r) 



(32) if;^^(r) = -_i^ (m, v = ~(x> . . . +c») 

die Unterdeterminante des Elementes Xmv der Determinante 
A{r). Dann ist, wenn p irgend eine ganze Zahl darstellt, 

+ 00 



V — -oo 

+ 00 




V -— — oo 

Setzt man also 

g^^Kgyif) (y = — oo.. 

so ist 


.+oo), 



+ 0O 



Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 15 
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Wir weisen unten nach^ daß die Reihe 

(33) y = ^iq,,(r)af+'' 

V=: — OO 

in der Ringflache di 

B<\x\<R' 

konvergiert, und zwar gleichmäßig für alle Werte von r in 
einem endlichen Bereich. Indem wir die Konvergenz einst- 
weilen voraussetzen, haben wir 

Ist nun r eine Wurzel der Gleichung 

Air) = 0, 
SO ist 

2)(y) = 0, 

d. h. die Reihe (33) stellt eine Losung der Differential- 
gleichung (A) dar, falls ihre Koeffizienten Kpy(r) nicht 
sämtlich verschwinden. 

Wir beschränken uns hier auf den einfachsten Fall, 
daß die Gleichung A{r) = n inkongruente Wurzeln 

besitzt. Ist r eine einfache Wurzel der Gleichung A{r) =» 0, 
ist also A'{r) von Null verschieden, so können nicht alle 
Unterdeterminanten K„iv{r) verschwinden. Es ist nämlich 

^^'^^- dr ^4^ dxUr) dr 




m 



SO daß das Verschwinden sämtlicher Größen Kniv{r) das 
Verschwinden von A'{r) zur Folge hätte. Wir können also, 
wenn r irgend eine einfache Wurzel von J(r) = dar- 
stellt, eine Zahl p so wählen, daß nicht alle Koeffizienten 
Kpy{r) (v = — OO . . . +oo) der Reihe (33) verschwinden. 

Demnach besitzt die Differentialgleichung (A) 
die n Lösungen 

(34) yi-Z^PoAri)^*^'' (i=l, ...,n), 



y = -OO 
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wenn die Zahl Pi so gewählt wird, daß nicht sämtliche 
Größen Kp^^ y{r,) (v =» — <x> . . . + oo) verschwinden. Setzt 
man 

(Oi = ^''uV^ (i = 1 , . . . , n) , 

so geht yi bei einem innerhalb der Ringflache 9{ vollzogenen 
positiven Umlauf in coitfi über; d. h. co^f . . . , con sind die 
Wurzeln der einem solchen Umlauf entsprechenden Funda- 
mentalgleichung. Da nach unserer obigen Voraussetzung 
die Größen r^^ . . . , r^ voneinander verschieden sind und 
keine ganzzahligen Differenzen besitzen^ so sind co^ , . . . , cOn 
voneinander verschieden. Daraus folgt; daß die n gefundenen 
Lösungen y^, . . . y y^^ ein Fundamentalsystem bilden. 

Die Gleichung A{r) = hat dieselben Wurzeln r^ + v 
(* = l,...,n; i; = — 00...+00) wie die in § 26 ein- 
geführte Fundamentalgleichung Ä{co) = , wenn man in 
letzterer co = a*"'*" setzt. Die Gleichung J(r) = kann also 
die Fundamentalgleichung ersetzen. 

Wir haben noch den Beweis für die Konvergenz der 
Reihe (33) nachzutragen. Der Ausdruck 

V = —00 

geht aus der Determinante A(r) dadurch hervor^ daß man 
oie aus den Elementen 

Xpv(r) (v = --oo...+cx)) 

gebildete ZeUe durch 

a^ (v = — 00 . . . -f- 00) 

ersetzt. Der als Determinante geschriebene Ausdruck S bleibt 
ungeändert^ wenn man die mte Zeile (m = — 00 . . . + c») 
mit af^ und gleichzeitig die vte Kolonne (v « — c» . . . + «;) 
mit X'* multipliziert. Dadurch gehen sämtliche Elemente 
der pten Zeüe in x^ über, während die mte Zeile (m :^ p) 
die Memente 

Xmy^"'' (y = — CX) . .. +00) 

enthält. 

Wir weisen zunächst nach, daß die Determinante 

^W = bCmv^-''] (m, y = — 00 . . . +or^ 

15* 
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in der Bingflache 9t konvergiert Da die Diagonalglieder 

Zmm von A{r) mit den Diagonalgliedem von A{r) überein- 
stimmen^ so ist nur die Konvergenz der Doppelreihe 

^^Xmvir)^-'' (m, v = — 00...+00; m^v) 

m r 

nachzuweisen. Setzt man wie iQ§49m — v = Jl;Soist 

= {r + mr-*H^{X)x^ + . . . + (r + m)Hn-i{X)x^ + Bn{i)x^ . 

Der im § 50 geführte Konvei^nzbeweis übertragt sich 
ohne weiteres auf den jetzigen Fall, wenn man nur die 
dortige Reihe Sp durch 

^i. = ^l-^W^I (i) = 2, ...,n) 

l = -00 

ersetzt. Die Beihe Sp ist aber für 12 < |:r{ < ü' konvergent, 
da Hp{X)üi^ eine Summe von Gliedern von der Form X^a^^j^a^ 

ist und die Reihe 

+00 

^X^(KaX^ 

in der Ringflache fft konvergiert 

Sind nicht n inkongruente Wurzeln r^, ..., r« der 
Gleichung A{r) = vorhanden, so können in den Reihen- 
entwicklungen der Integrale Logarithmen auftreten. Wir 
gehen auf diesen Fall nicht ein, sondern verweisen auf die 
Abhandlung von v. Koch im 16. Bd. der Act math.*). 

§ 52. BeispieL 

Im IX. Abschnitt (lineare Differentialgleichungen mit 
periodischen Koeffizienten) wird als Beispiel die in der 
Astronomie**) und mathematischen Physik***) vorkommende 
Differentialgleichung 

♦) Vgl, auch Schlesinger, Handbuch, Bd. I, S. 272 ff.; 
Porsyth, Theory of differential equations, voL IV, Kap. 8. 

**) Vgl. Tisserand, M^canique Celeste, Bd. in, Kap. 1; 
Poincar^; Les m^thodes nouvelles de la M^canique Celeste, 
Bd. n, Kap. 17. 

***) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Auflage, 
Bd. I, S. 401 ff., Bd. II, S. 202 ff., über die Punktionen des ellip- 
tischen Zylinders. 
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(35) ^ = (-ff^ + 3'co8 2Q^ 

behandelt. Sie. stellt eben speziellen Fall. der. Differential- 
gleichung 

-T^ + (öo + 2öiC082^+ 2Ö8C084< + . . .)Äf = 

* dar; welche von Hill zuerst vermittels unendlicher Deter- 
minanten behandelt wurde (Acta math., Bd. 8). Um die 
bisherigen Formeln unmittelbar anwenden zu können, führen 
wir die Differentialgleichung (35) durch die Substitution 

über in ^ = ^"' y"*"^ 

(36) ^'S+K*K¥)]^ = ^' 
wobei ^ , _, 

ß — 4r' «-y 

ist. Die Differentialgleichung (36) besitzt die beiden Un- 
bestimmtheitsstellen ^ = und ^==00. Sie besitzt also im 
allgemeinen ein Fundamentalsjstem 

wo r^ und r. Konstante, 9^1 (^) ^^^ 9^2 (^) B^ihen sind, welche 
nach positiven und negativen Potenzen von x fortschreiten 
und für alle endlichen Werte von x konvergieren. 
Nach (12) ist 

ro(r) = r(r-l) + /? = (r-öi)(r-^,), 
fijr) = f-i(r ) = cc, h(r)^0 {\X \ > 1) ; 

i+yi~4^ i--yr34^ 

Qi 2 ' ^2 2 

sind voneinander verschieden und weisen auch keine ganz- 
zahlige Differenz auf, wenn, was wir hier annehmen, 

keine ganze Zahl ist. Nach § 49 ist 

. _ * « 
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während yfmv verschwindet, wenn m größer als m -f 1 oder 
kleiner als m — 1 ist Also ist 



fl(r) = 




Nach (24) besteht eine Entwickelang von der Form 

Q(r) = 1 + nMiCotg7€{r — q^) + jiM^ cotg^(r — q^ 
oder w^en M^ = — M^ und ö« «= 1 — ^i : 

cos2^^i — cos2^r 

Die zur Bestinunung von r^ und r, dienende Gleichung 
Q{f) = lautet demnach : 

cos2^r = cos297^j^ + 297^1^ sin2^^^ , 

und es handelt sich nur noch um die Berechnung der 
Größe M^ , die sich als bestandig konvergente Potenzreihe 
von a* (oder von ^^) darstellt 

Wir berechnen die Determinante Q{r) nach der Formel (8) 
in § 47; beachtet man, daß hier 044=^ und aa=0 
(ifc < i — 1 und * > i + 1) und nur 



oc 



9 öt,-,^+i = 



(K 



von Null verschieden ist, so hat man 

Q(r) = 1 + fl(«)(r) + fl(*)(r) + . . . ; 



fl(«)=2^ 



} «•,*+! 

«•+1,0 



"" >^. ^»St+l^+i,»' 



= -V 



(K 



8 



4'/o('- + *)/o('- + «+l)' 
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usw.; die aus den a gebildeten Determinanten ungeraden 
Grades und somit auch Q^^^ , . . . verschwinden. M^ ist das 
auf den Pol q^ bezügliche Eesiduum der Funktion Q{r); 
bezeichnet man das entsprechende Residuum vor Q^^r) 
(Je = 2, 4, . . .) mit Mi*'\ so ist 

Bei der Berechnung des Besiduums Mj^^ sind nur die 
beiden Glieder 

fo{r)\fo{r-iyfo{r + l)) 

von fl(*) zu berücksichtigen; da die übrigen für r = ^^ 
nicht unendlich werden; es ergibt sich 

MP> = - '^' ( - + - ] 

2 a* «« 



Vgl Forsyth, Theoiy of differential equations, voL IV, 
S. 393ff. 

Aufgabe. Bezeichnet man mit !Pov (v >» — oo . . . -f oo) 
die Unterdeterminante des Elementes v'oy in der Deter- 
minante £i{r), so stellt 



v= — oo 



für r = r^ und für r = rg eine Losung der Differential- 
gleichung (36) dar. Man berechne in JPov (v = — oo . . . + <x>) , 
das sich als Potenzreihe von oc^ darstellt^ die beiden ersten 
Glieder. 

Vgl. Forsyth, a. a. O. 



DL Abschnitt 

Liaeare DifferenäalgleichuBgen 
mit periodischen Koeffizienten. 

§ 53. Lineare Differentialgleieliimgeii mit einfacli 

periodisclieii KoefBzienten.*) 

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung 

deren Koeffizienten periodische Funktionen von f sind. 
Wenn wir, was keine Beschränkung der Allgemeinheit be- 
deutet, die Periode gleich 2jr annehmen, so ist 

(2) Pi{t+2n) = Pi{{) (< = 1, ...,»). 

Wir legen der Veränderlichen t vorübergehend nur reelle 
Werte bei und setzen voraus, daß die Funktionen Pi{t) für 
alle reellen t eindeutig, endlich und stetig sind. 

Dann ist auch jede Lösung y der Differentialgleichung 
eine für alle reellen Werte von t eindeutige, endliche und 
stetige Funktion von t**). Die n Lösungen 

(3) y = m (i = l,...,n) 

sollen ein Fimdamentaleystem bilden, so daß zwischen den- 
selben keine lineare homogene Eelation 

Ctfl{f) + '"+ Cnfn{{) = 

*) Vgl. Ploquet, Annales de FJÖcole Normale, 1883, 1884. 
•*) Vgl. % 66. 
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mit konstanten Koeffizienten Ci, . . . , c» besteht. Da die 
Differentialgleichung (1) ungeändert bleibt^ wenn man t durch 
t + 27t ersetzt, so besitzt sie auch die Losungen 

y = fi(ß + ^n) (i = l, ..., n), 

und zwar bilden diese ebenfalls ein Fundamentalsystem; 
denn wenn eine Relation 

für alle t bestände, würde auxdi 

sein. Es sind also konstante Koeffizienten a^^, . . . , a 
von der Art vorhanden, daß 

(4) I : 

ist; die Determinante 



'nn 



du, 



• f 



«li 



a 



nn 



^»1 f • • • } 

ist von Null verschieden. 

Die durch die Gleichungen (4) dargestellte lineare Sub- 
stitution 8 bringen wir auf die kanonische Form, indem 
wir die Sätze des dritten Abschnitts in ähnlicher Weise 
anwenden, wie es in § 26 geschehen ist. Wir bUden die 
Fundamentalgleichung der linearen Substitution 5, 



(5) 



Ä{s) = 



«11 — 5, 



«li 



^1 



dfin — ' S 



= 0, 



eine Gleichung nten Grades mit der Unbekannten s, deren 
sämtliche Wurzeln von Null verschieden sind. Wir denken 
uns an Stelle des Fundamentalsjstems fi(t), . . . , fn(t) ein 
anderes Fundamentalsystem i^i(^), ..., Fn(t) zugrunde ge- 
legt, welches, wenn man t um die Periode 2 Ji vermehrt^ die 
Substitution 
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Fn(t + 2^) = KiF^(t) +...+ KnF^it) 

erfahren möge. Die Fundamentalgleichung dieser 
stitutLon , 

611 — s, . . . , bin 



Sub- 



B{s) 



bnl 



bttn— S 



= 0, 



als Gleichung nten Grades mit der Unbekannten s be- 
trachtet^ hat nach § 15 und § 26 dieselben Koeffizienten 
wie die Gleichung Ä{s) = 0; überdies stünmen nach § 17 
die Elementarteiler der Determinante B{s) mit denjenigen 
der Determinante Ä{s) überein. 

Besitzt die Fundamentalgleichung (5) n verschiedene 
Wurzeln s^, ..,, s„^ so ist nach § 16 ein kanonisches 
Fundamentalsystem JF\(0, ..., Fn{t) vorhanden^ 
welches bei Vermehrung von t um die Periode 

^""'^ (F,{t + 271) ^s,F,{t), 
(6) I 

Übergeht. Wir haben ein aus n periodischen Funktionen 
zweiter Art gebildetes Fundamentalsystem; unter einer perio- 
dischen Funktion zweiter Art versteht man nämlich eine 
Funktion F(t), welche sich bei Vermehrung von t um die 
Periode 2n mit einem konstanten Multiplikator s multipli- 
ziert, so daß 

F{t+27i) = sF{t) 

ist Wenn man 



Fn{t) = Ynlflit) + . . . + ynnfnit) 

setzt; hat man die Gleichungen 

(an — Si) ya + . . . + (^niYin = , 



«my.! + . . . + {ann — Si)yin = , 
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durch welche die Verhältnisse der konstanten Größen y.i» 
. . . , yin bestimmt sind (vgl. § 16 und § 26). 
Setzt man 

Si = ^'^u (i = 1 > • • • , w) > 

so bleibt die Funktion 

<Pi{t) = e-ui F,{t) 
ungeanderty wenn man t um 2ji vermehrt; es ist also 
(7) F,{t) ^ tfi* q>i{t) (t=l, ...,n), 

wo (fiif) eine periodische Funktion von t mit der Periode 
2n darstellt 

Im Falle beliebiger Elementarteiler 

der Determinante A{s) haben wir nach § 19 ein kano- 
nisches Fundamentalsystem 

Fn{t), F,,{t), ..., F,^^{t) (i = l,...,m), 

welches bei Vermehrung von t um die Periode 2;7r in 

f Fii{t + 27i) = s,Fn(t), 

Fit (< + 2^) = SiFit{t) + Fn{t) , 



(8) 



(i «= 1 , . . . , nC) 



Fi,^,{t + 2n)^ SiFi^f^m + -p;-,^-.i(o 

übergeht (vgl. § 26). 

Lassen wir den Index i bei fiiy Si, i^,i, . . . weg, so 
können wir sagen: einem ^-fachen Elementarteiler der 
Determinante"* J. (5) entspricht [eine Gruppe von /i Lösungen 
Ft(t)y JPj(«)/. .., F^{t) mit der Eigenschaft 

F,{t+27i) = sF^{t), 

F,{t + 27i) = sF,(t) + F,(t), 



F^{t +:2;^) - sF^it) + F^.,{t) . 

Eine Entwicklung dieser Lösungen ergibt sich ähnlich wie 
in § 27. Setzt man 

s = c*>"' 
und 
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ft(?i-l)---(?i-*+l) 



9k{t) - 



80 ist 



gk{t-\'2n)^gk + gk-.i, 



und man hat 



(9) 



F^{t) 



^*\^t^ + —^f*-i9i+ ••• +^^;[rT9'ifl'A*-i) j 



worin q)^, 93,, ' " ^ $J* Periodische Funktionen von t mit der 
Periode 2n sind. Wenn wir beachten^ daß ^t eine ganze 
Funktion Jbten Grades von t (ohne konstantes Glied) ist, 
können wir die obigen Entwicklimgen auf die Form bringen: 

F,(t) = e^'{(p,+ tiPn)y 
(10) I F^{t)===e^*{(p^+tip,, + t^ip^,), 

worin sämtliche 97 periodische Funktionen von t mit der 
Periode 2n sind. 



§ 54. Zusammenhangs mit- den* Entwickinngen 

in einem Erelsring. 

Wir nehmen jetzt an, daS die Koeffizienten Pi(<), 
. . . , Pnif) der Differentialgleichung (1) analytische Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen 

t^u + iv 
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sind; welche sich in dem die reelle Achse der ^- Ebene ent- 
haltenden Streifen 

regulär verhalten (Ä, Ä' sind positive Großen). Durch die 
Substitution 

(11) X = ef* 

wird der erwähnte Streifen der ^- Ebene in Anbetracht der 
Gleichung \x\ == C"" auf den Kreisring 

6-*< \x\<C. e*' 

in der o;- Ebene abgebildet. Setzt man 

so ist 

0<B<1<R, 

und die DifierentialgleichuDg (1) geht über in die Diffe- 
rentialgleichung 

mit den Koeffizienten 

Die Funktionen Pi{t), . . . , Pn{^) besitzen der Voraussetzung 
nach die Periode 2jr, d. h. sie bleiben ungeändert^ wenn 
das Argument u der komplexen Größe 

um 2n wächst oder wenn die Veränderliche x innerhalb 
der Singfläche 12<|ir|<Ji' einen Umlauf um den Null- 
punkt ausfahrt. Die in der transformierten Differential- 
gleichung (12) auftretenden Funktionen Qi(x), ..., Qn{x) 
lassen sich also in der Ringfläche 

R<\x\<R 

in Laurentsche Reihen entwickeln. 

Für die Differentialgleichung (12) gelten die im fünften 
Abschnitt (§§ 26 — 27) dargestellten Sätze von Fuchs und 



238 IXAbtMhiiitt. PÜferentuJgieiehnngen m. period, Koeffineateii, 

Hamburger, welche vermöge der Sttbetitation (11) in die 
för die Differentialgleiehniig (1) mit periodificheii Koeffi- 
zienten gültigen Satze übeigehen, wie sie in § 53 entwickelt 
worden sind Zur wirklichen Berechnung der Integrale der 
Differentialgleichung (12) lassen sich die auf der Theorie 
der unendlichen Determinanten beruhenden Methoden von 
Hill und V. Koch benutzen, welche im achten Abschnitt 
dargestellt worden sind Unter Ber&cksichtigung der Sub- 
stitution (11) lassen sich diese Methoden audi zur Berech- 
nnne der Lösungen einer Differentialgleichung (1) mit perio- 
dischen Koeffizienten anwenden. 

§ 55. Systeme linearer Differentialgleiehiingen mit 
ein&eh periodischen KoefSzienten. 

Die bisherigen Sätze über eine lineare Differential- 
gleichung nter Ordnung mit periodischen Koeffizienten 
hissen sich auf ein System von n linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit n abhangigen Veränder- 
lichen Xif • • • ; ^M 

^ = Ä^^(t) . a?! + . . . + Ain{t) . Xn , 



(13) 



dt 



** = Äni{t) 'Xi + ...+ Ann(t) • Xn 



dt 

übertragen, dessen Koeffizienten Äi^{t) ^ . , . y Ann{t) die 
Periode 2^ besitzen und für alle reellen Werte von t ein- 
deutig, endlich und stetig sind*). 
Buden die n Lösungen 

(14) Xi = /u(0 , . . . , Xn = fnk{t) (* = 1 , . . • , ^) 

ein Fundamentalsjstem, so gilt das gleiche für die n Losungen 
^i==fik{t+2n) , ..., Xn = fni{t+2n) 

{Je = 1 , • • • ) ") y 

denn die Differentialgleichungen (13) bleiben ungeandert, 
wenn man t durch t + 27i ersetzt. Jede Losung x^, . . . , Xn 
läßt sich in der Form darstellen: 



*) Vgl. die Sätze über Systeme linearer Differentialgleichungen 
in § 28. 
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Ol^i'^aifiiit) + . . . + infinit) (» = 1 , . . . > W) , 

WO o^ , . . . , Om Konstante sind. Demnach haben wir 

f4k{t + 27i) = aiifii{t) + . . . + aknfin{t) (i, * « 1 , . . . , n) 

oder 

(fn(t + 2 ^) = aiifn(t) + . . . + amfinit) > 

tin{t + 2 Jr) = anlfil{t) + . . . + annfin{t) 

(i =- 1 , . . . , n) . 

Hat die Fundamentalgleichung der linearen Sub- 
stitution (15), 



(16) 



Ä(,s) = 



Onl 



' • t ^n« 5 



= 0, 



lauter einfache Wurzeln s^, . , . , Sn (oder hat die Deter- 
minante Ä{s) lauter einfache Elementarteiler s — s^, . . . , 
s — Sn), so ist ein kanonisches Fundamentalsjstem 

(17) Xi^Fuit), ..., Xn = Fni{t) (*=l,...,n) 

vorhanden, welches bei Vermehrung von t um 2:7r in 

(Fn{t+2jt)^SiFn{t), 

(18) I 

übergeht. Setzt man 
so ist 



(i = 1 , . . . , n) 



(i = 1 , . . . , n) , 



Fn(t)=^^^'(pn{t), 



(i = 1 , . . . , n) 



(19) 

wo 99^1 , ... I q>nH periodische Funktionen von t mit der 
Periode 27t sind. 

Im Falle beliebiger ElementarteUer 



(20) 
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der Determinante A{s) besteht das kanonische Fundamental- 
System 

aus m Gmppen, welche bei der Ersetzung von t durch 
t + 27i die lineare Substitution erfahren: 

1?;. «, (^ + 2 ^) = Sa JR, cctit) + Fi^ ai{t) , 
l F,^ «, ^Jt + 27z) = 5« j;-, ,, ^Jt) + F,, «, ^^.i(^) 

(i = 1 , . . . , n ; a = 1 , • . . , m) . 

Die analytische Darstellung dieses Fundamentalsystems ge- 
staltet sich ähnlich wie in § 53. 

§ 56. BeispieL 

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung 
(vgl. § 52) 

(21) ^ = (_g» + 2'co82<)a;, 

worin q und g^ reelle Konstante sind. Wir stellen zunächst 
die Fundamentalgleichung auf. 

Wir denken uns zwei linear unabhängige Losungen 
fi(i)f fiit) bestimmt, welche die Anfangsbedingungen erfüllen: 

(oo) |A(0) = i, mo) = o, 

^ ' l/.(0) = o, fi{0) = i- 

Die Funktionen fi{t)j ^(^) lassen sich immer als Potenz- 
reihen von t darstellen, welche für alle Werte von t kon- 
vergieren, da < = oo die einzige singulare Stelle der Diffe- 
rentialgleichung (21) ist. Wir lernen aber nachher zur 
Berechnung dieser Funktionen eine andere Methode kennen, 
welche sich namentlich dann empfiehlt, wenn q^ klein ist. 
Setzt man t = —t, so geht die Differentialgleichung (21) 
über in 

-^ = {-«* + 2' co82t)a;, 
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und die zur BestimmuDg der Lösung f^{t) dienenden Be- 
dingungen a? = 1 , -^ = für t = gehen über in a; = 1 , 
dx 



dt 



di 



= für t = ; es ist also fS) = /i(t) = /i(-Oi d. h. 



f^if) ist eine gerade und folglich fiif) eine ungerade Funktion 
von t. Setzt man weiter / = —t, a? = — J, so erhalt man 
die Differentialgleichung 

-^ = (-?* + «'eos2t)j; 

die zur Bestimmung von f^{t) dienenden Bedingungen ^ » , 

4^ = 1 für < = werden j = 0, ^ = 1 für t = 0, es 
dt * ' dt ' 

ist also x{t) == j(t) oder /^(O = — /«(-"O? ^ t. /3(/) ist eine 

ungerade und folglich f%{j;) eine gerade Funktion von t. 

Die Funktion cos 2^ besitzt die Periode n. Ersetzt 

man t durch t-^- ny so gehen die Lösungen f^ (/) , /,(/) über in 

(23) { l 

Durch Differentiation dieser Gleichungen erhalt man 

^ \ m + n) = a»in(t) + (htfiii) . 

Da die Differentialgleichung (21) kein Glied mit -r- ent- 



(< + ^) = «11 fi(0 + «1.^(0, 



hält, 80 ist 

(25) 



dt 



«11 , ö^ia 

Es ist nämlich die Determinante des Fundamentalsjstems 
A(0, M) nach § 11 



und folglich 

/i(<+^), /!(<+«) 



/«(<) , 



m) 



= Const. 



«11 /i(<) + «H ^«(0 , «ii/I(0 + Olißit) 
«,i/i(0 + aj«/;(0, «»i/I(<) + «M^»(<) 



/i(0 , 






fl{t), 



woraus die Behauptung folgt. 

Hörn, Gewöhnliche DifferentiAlgleichungen. 



m) 

16 
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Wenn man in den Gleichungen (23) und (24) t = 
setzt und die An&ngsbedingnngen (22) beachtet^ erfailt man 

Löst man die Gldchongen (23) unter Berficksichtigang der 
Gleichung (25) nach fi{t), ft(t) auf, so erhält man 

(27) I ^'^'^ °° "**^'^' ■•■ "^ ~ '*'*^'^^ "*" "^ ' 

1 /;(<) = - «»1 /i(< +»)+ «11 r« (<+ «) 

und hieraus durch Differentiation 

(28) 1 /I(0 = «M ^(< + «) - «u f:{(^ + «) , 

l ^(0 = - o«i /I(< + ») + «11 /5(< + «) . 
Wenn man hierin t = — n setst und beaditet, daß 

/i(-«) = /i(«), ^iC-»») = -/!(»»), 
^,(-«) = -/j(^), m-«) = ^(«) 

ist> so ergibt sich 

(29) Kx=^(^), 

l «Ji =/»(«). 
Es ist also 

(30) Ol, = a,, = fi{n) = fiin) . 
Die Fundamentalgleichung 

«11-«, «1» =s«-(o,i+a,,)s+l = 

wird demnach 

s2~2/i(ji).s+l = 0; 

sie hat die Wurzeln 

(31) 5i = e***'' , «2 = 6- **'» , 
wo A eine Größe ist, welche der Gleichung 

2fi(7l) = Sj 4- ^2 = 2C08ÄJI 

oder 

(32) coah 7t == fi{7i) 
genügt 



«18 = fi{^) , 

«22=^l(^)- 



§56. Beispiel. 243 

Die DifferentialgleichuDg (21) wird durch zwei perio- 
dische Funktionen zweiter Art 

(33) x^ = e^^*(p(t) , x^ = 6-»*V(-0 

befriedigt^ wo (p{t) eine periodische Funktion von t mit der 
Periode n darstellt. Ist \fi(7i)\<^lf so ist h reell, die 
Funktionen x^, x^ bleiben für alle reellen Werte von t 
endlich. Wenn |^i(^)|>l ist und demnach h imaginär 
wirdy so wird von den beiden Funktionen a:^ , 0:2 die eine 
für t= -\-oo y die andere für ^ = — 00 unendlich grofi. 

Die Lösung f^{i) der Differentialgleichung (21) laßt 
sich in eine bestandig konvergente Potenzreihe von ^ ent- 
wickeln, deren Koeffizienten Funktionen von t sind*): 

(34) f,{t) = FS) + q!FS) + g:'FS) + • • • • 

Setzt man diese Reihe in die Differentialgleichung (21) ein 
und vergleicht man die Koeffizienten der Potenzen von ^, 
so erhält man zur Bestimmung von JPo , J?\ , F^^ ... die 
Differentialgleichungen 



(35) 



dP 

d*F^ 
dP 



+ 2« i?*! = i^i COB 2 / , 



+ q*Fi = F^<M&'it, 



Damit 

/i(o)«i, mo) = o 

wird, unterwerfen wir die Funktionen F^^ F^^ I^f • • • > 
die durch sukzessive Integration nicht homogener linearer 
Differentialgleichungen bestimmt werden, den Anfangs- 
bedingungen 

2^o(0) = l, FiiO) = 0, 
F„iO) = 0, Fi(0)==0 (n=l,2,...). 
Ana der ersten DifferentialgleiohaDg (35) folgt 
(36o) JPo = cos g < . 

*) Vgl § 67. 

16* 
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Die zweite Oleichmig (35) wird hiemAch 

-^ + ff*^i = co8ff*co82r = 1 2 ; 

sie besitet die Losung 

TP .^nfJ^.^^nf C08(g + 2)< , C0B(g^2)< 

Jl = qcosff^ + c,suiff^- 8(g + l) + 8(2-1) 

mit den willkürlichen Konstanten c^^ c^, welche vermittels 
der Bedingung jF\(0) = 0, JPi(0) = bestimmt werden. 
Man erhält 

t^R\ TP ^ cosqt — coBJq +2)t cosg< — cos(g — 2)< 
^ '^ '"" 8(g + l) 8(ff-l) • 

Die dritte Differentialgleichung (35) lautet jetzt 

-^ + q^F^ = «0 cosff < + »1 cos(g + 2)< + A <50s(g — 2)< 

+ «j cos(g + 4t)t + A cos(g — 4)^, 

wo o^of ' ' - > ß% Ici^^bt zu berechnende Koeffizienten sind. 
Die Integration mit Berücksichtigung der Bedingung 
F^{0) = 0, Fi(0)^0 eigibt 

^ »Qtsmqt 
2q 



(36,) { 



(x^[coB qt — QOB(q + 2) f\ /Si[cosg^--co8(g — 2)^ 
+ A(q + 1) Hq-1) 

«2 [C08qt — C08(g + 4:)t] ß^ [cOSg^— C08(g — 4)f\ 



+ 



8(2 + 2) 8(2-2) 



Fährt man so fort, so kann man beliebig viele Funktionen 
Fn berechnen^ falls q keine ganze Zahl ist (Im Falle eines 
ganzzahligen q treten in den obigen Ausdrucken verschwin- 
dende Nenner auf; die abgeänderten Formeln ergeben sich 
aber nach derselben Methode.) 
Man erhält schließlich 



(37) 



coahn = fi (jt) = cos^;^ 



+ waqn 
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Daß die Beihenentwickelung von cobHti nur gerade 
Potenzen von g^ enthalten kann, erkennt man auf folgende 

Weise. Ersetzt man t durch t + -^, so geht cos 2 ^ in 

co8(2^ + :7r) = — cos 2^ und die Differentialgleichung (21) in 

— = (-gr2_g/cos20.a:, 

also g' in — g' über. Gleichzeitig geht die Lösung 

in 
über, wo 



^(Q = .**1^(< + |) 



die Periode n besitzt Wenn man g' in -g' verwandelt, 
bleibt also cosA;7r ungeändert In der bestandig konver- 
genten Potenzreihe von g', in welche cosAtt entwickelbar 
ist, fehlen daher die ungeraden Potenzen von ^. 

Aufgabe. Oben ist die Berechnang von h nur unter 
der Voraussetzung, daß q keine ganze Zahl ist, zu Ende 
geführt worden. Es soll jetzt gezeigt werden, daß im Falle 
g » 2 , d. h. für die Differentialgleidhung 

^ = (-4 + 2'cos20a:, 
Ä imaginär ist. 

§ 57. Lineare Differentialgleieliimgen mit doppelt- 
periodischen Koeffizienten. 

Die Koeffizienten Pi (w) , . . . , Pn («*) der linearen Diffe- 
rentialgleichung 

(38) S + i\(«)^ + --. + ^-(«)^ + ^.(«)y = 

seien eindeutige doppeltperiodische Funktionen (mit den 
Perioden a>i und cog), welche für alle endlichen Werte der 
komplexen Veränderlichen u den Charakter rationaler Funk- 
tionen besitzen. Sie seien überdies so beschaffen, daß sich 
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das allgemeine Integral y der Differentialgleichung (38) als 
eindeutige Funktion von u darstellt 
Die n Funktionen 

(39) y = /i(t*) (i-l,...,w) 

sollen ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (38) 
bilden. Da 

(40) l>.(i« + a>i) = P,(w), P,(tt + ö>,) = P,(tt) (i=l,...,n) 

ist, so bleibt die Differentialgleichung ungeandert, wenn man 
u durch tt + 0)1 oder durch u + co^ ersetzt Demnach 
bilden sowohl die n Funktionen 

fi(u + w^) (i = l, .,., n), 

als auch die n Funktionen 

/.(M + cog) (*==1^ ..., n) 

ein Fundamentalsjstem, und es bestehen Gleichungen von 
der Form 



(41) 
und 

(42) 



fl (W + COi) = %i A(m) + . . . + ainfn{u) , 

fn(U + ö)i) = Onlfiiu) + . . . + annfn(u) 
fl («* + Ö>2) = &ll/l(w) + . . . + hnfniu) y 

fn{U + (O2) = bnlfi{u) + . . • + bnnfn{u) , 



WO die a und b Konstante sind. Die Funktionen fi(u)f . . . , 
fn{u) erleiden also die durch die Gleichungen (41) dar- 
gestellte lineare Substitution 8^ , wenn u durch u + coi, die 
durch die Gleichungen (42) dargestellte lineare Substitution ^2 , 
wenn u durch u + CO2 ersetzt wird. Es ist gleichgültig, ob 
man u zuerst um cd^ und dann u + coi um co^ vermehrt 
oder ob man u zuerst um (O2 und dann u + CO2 um co^ ver- 
mehrt Man erhält daher auch dasselbe Endergebnis, gleich- 
viel ob man die Funktionen f^, * - - , fn zuerst der Sub- 
stitution 81 und das Kesultat der Substitution ^2 unterwirft 
oder ob man zuerst die Substitution ^2 und auf das Resultat 
die Substitution 8^ anwendet Mit anderen Worten, die 
Substitutionen 8^ und 8^ sind vertauschbar. 
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Wir setzen 
(43) A,(s) = 



(44) 



^(«) = 




wir bezeiolmen mit 

SXf • • • j wn 

die Wurzeln der GleichuDg Ax{$) = und mit 

o\y • • • f "n 

die Wurzeln der Gleichung A^{s) = . Es sei 5^ eine ein- 
oder mehrfache Wurzel der Gleichung Äi{s) = . Dann 
ist mindestens eine Lösung der Differentialgleichung (38) 
vorhanden, welche sich mit sf multipliziert, wenn u durch 
u + coi ersetzt wird. Die aUgemeinste derartige Lösung sei 

F{u) = C^F^iu) + ... + GnF^M , 

wo Ciy . . ., Cfn willkürliche Konstante sind. Eis sei also 

Fi{u + coi) = s'Fiiu) (* = 1 , . . . , w) 

und folglich auch 

Fi{u + coi + C02) = s'Fiiu + C02) (i = 1 , . . . , w) . 

Die Fanktion Fi{u + co^) multipliziert sich also mit sf, wenn 
u durch u + coi ersetzt wird; sie ist folglich eine lineare 
homogene Funktion von JPi(m), . . . , JPm(w) • Wir können 
also schreiben: 

JF\(W + CO^)=CxxF^{u)+...+ Gin.Fn,{u), 
Fn,{u + a>8) = Gn^lF^iu) + ... + Cn,mFn,{u) , 

WO Cm ... , (7mm Konstante sind. Daraus schließen wir, 
daß mindestens eine lineare homogene Funktion von 
Fi^(u), . . . , Fm{u) mit konstanten Koeffizienten c^, . . ., Cm, 

f(u) = C^F^iu) +... + Cn,Fn,{u) , 

vorhanden ist, welche sich mit einem konstanten Faktor 
multipliziert, wenn u durch u + (O2 ersetzt wird. Ein solcher 



(45) 
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Faktor kann aber nur eine Wurzel s^' der Gleichung 
-^2 (s) ==« sein. 

Die Funktion f(u) erfüllt also die beiden Gleichungen 

i At* + CO,) = s^/W ; 

sie ist eine doppeltperiodische Funktion zweiter 
Art mit den Perioden coiyco, und den Multiplikatoren 
y, s". Die Differentialgleichung (38) wird durch mindestens 
eine doppeltperiodische Funktion zweiter Art befriedigt. 
Die Anzahl der linear unabhängigen doppeltperiodischen 
Losungen zweiter Art ist mindestens gleich der Anzahl der 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung Äi{s) = (oder der 
Gleichung A^ (s) = 0) . 

Wir beschränken uns auf den Fall, daß sowohl die 
Gleichung J.i(s) = als auch die Gleichung Ä^is) = 
lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Ist i irgend 
eine der Zahlen 1 , . . . , n , so entspricht jeder Wurzel sj 
der ersten Gleichung eine bestimmte Wurzel s{' der zweiten 
Gleichung und eine Liösung fi(u) der Differentialgleichung 
mit den Eigenschaften 

,.g. l fi{u + CO,) ^ sif,{u) , 

^ ^ \ fi(u + CO,) ^ ^y,(u) . 

Die Differentialgleichung wird also in diesem Falle 
durch n doppeltperiodische Funktionen zweiter 
Art befriedigt, welche ein Fundamentalsjstem bilden.*) 

§ 58. Beispiel: L am 6 sehe Differentialgleieliimg. 

Als Beispiel diene die Lamdsche Differentialgleichung 
(§ 39, Beisp. 5) 

(47) ^^ = {Äp(u) + B)y; 

darin ist p{u) die Wei er strafische doppeltperiodische 
Funktion mit den Perioden co, und co,**); Ä und JB sind 

*) Vgl. Picard, Trait^ d'Analyse, Bd. HI, S. 403 ff. 
**) Die im folgenden benutzten Formeln aus der Weier- 
str aß sehen Theorie der elliptischen Funktionen finden sich z. B. 
bei B. Fr icke, Analytisch-funktionentheoretische Vorlesungen, 
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Konstante, welche wir so bestimmen , daß das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung (47) eine eindeutige Funk- 
tion von tt ist. 

Die im Endlichen gelegenen singulären Stellen der 
Differentialgleichung sind m^ co^ + % cog , wo m^, m^ positive 
oder negative ganze Zahlen (einschl. Null) sind. In der 
Umgebung der singulären Stelle u = besteht die Beihen- 
entwickelung 

1 



^(^) = :^ + 2ö **' + ••- 

so daß die Differentialgleichung die Form hat: 

Damit die Integrale in der Umgebung der Stelle u =» 
eindeutig sind| müssen die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichung 

r{r — 1) = J. 

ganze Zahlen sein, welche wir mit — n und n + 1 bezeichnen, 
wobei n positiv sein möge. Es muß also 

(48) ^ = n(w + l) 

sein, während B beliebig bleibt. Dann ist u = ein Pol 
nter Ordnung des allgemeinen Integrals; dasselbe gilt für 
sämtliche Stellen t^ = m^ a>]^ + ^ ^s • ^^^ allgemeine Inte- 
gral ist also eine eindeutige Funktion von u. 
Nach § 57 wird die Differentialgleichung 

(49) = [„(„ + i)p(„) + JB]y 

sicher durch eine doppeltperiodisohe Funktion zweiter Art 
befriedigt, welche sich durch die Transzendenten der Theorie 



S. 173 ff. — Genaueres tiber die L am Aschen Funktionen in der 
hier benutzten Bezeichnung bei Halphen, Fonctions elliptiques; 
Bd. II, Kap. 12; Hermite hat bei seinen Untersuchungen (Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques; Paris 1885) die 
Differentialgleichung in der Form 

0-[n(n+l)Ä^«n^i* + Ä]y 
benutzt. 
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der elliptischen Funktionen aasdracken läßt Wir seigen 
nämlich^ daß sich n Konstante o^ ^ . . . ^ On so bestimmen 
lassen, daß der Ausdruck 

(50) V = <'i» + 'h)---oiu + an) - ",# W 

der Differentialgleichung (49) genügt 

Die logarithmische D^erentiation dieses Ausdrucks 
ergibt 

7 % - Ji'lf (« + «*) - f («) - f («')] 

2-^ P(«) -!>(«<) 
DuFoh nochmalige DifferentiatioQ erhalt man 
1 d»y 

£28 ist aber 



-^(^y=l'b(«)-i>(«+«')]- 






1 yr yt j/(M) -i/(a<) i/(w)-i/(aiO . 

(•■^») 
wenn man das Additionstheorem 

M« + «) + !.(«) + PC«) = 4 r^(,,)-;(a/j 

berücksichtigt, erhält man 

1 d»y 



2np(«)+^i)(a,) 



y <*«' ,=1 



, ly» yT i/(«) - f/(a,) j/(w) - j/(ot) 
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Unter Berücksichtigung der Gleichung 

!>'»(«) = 4p»(«) - gtp{u) - gs 

y(«)-i/(a<) f/(t«)-j/(at) 
p{u) — p(ad p(u) — p{ai) 

_ 4i>»(«) - g^pju) -gs+ j/(af)i/(aifc) -jf(u) [p^(a,) +.?/(«*)] 



wird 



+ 



und 



|>(«) —p(a,)] |>(«) - !>(«»)] 
= 4 1>(«) 4- p{a,) + p{at)] 

fjat) +y(at) \ p^(a,) — P^(u) f(at) — 1/( 
p{fi,)—p{aii l p{u) - Pia,) p(i*)—p{ai) 






i -g = « (n + \)p{u) + (2 « - 1) y,p(a^ 



• =1 






p{u)-p{ak)\ ' 



(•^») 



Damit die rechte Seite dieser Gleichung gleich 

n{n + l)p{u) + B 
wird, setzen wir 



n 



(51) 



(2n-l)2'i'(«^) = -B; 



*=1 



wenn wir rechts die Glieder mit 



(i = 1 , . . . , n) 



i)(w)-i?(a.) 

zusammenfassen und die Koeffizienten dieser n Ausdrücke 
gleich Null setzen, haben wir die n Bedingungen 



(52) 



r y(ai)+y(a») , p^(ffli)+y(«8) , _o 

i»(«i) -i>(«») p{<h)-p{<h) '" ' 

p'(ai)+p^iai) ■ P^{<h)+I>^M ■ _Q 
i7(a,)-i)(ai) l>(aj) -i>(a8) 
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Da die Summe der linken Seiten der n Gleichungen (52) 
verschwindet^ so befinden sich darunter nur » — 1 un- 
abhängige Gleichungen, welche in Verbindung mit der 
Gleichung (51) n Gleichungen zur Bestimmung der n Kon- 
stanten Ol, . . ., ün liefern. 

Die Differentialgleichung (49) bleibt ungeändert, wenn 
man u in -tt verwandelt; daher erhalt man eine zweite 
Lösung, wenn man in dem Ausdruck (50) u durch — u er- 
setzt. Auf den Ausnahmefall, daß die beiden so gefundenen 
Lösungen übereinstimmen, wollen wir hier nicht eingehen. 



X. Abschnitt 



Elementare Integrationsmeihoden. 

MnltipUkatoren 
von DifFerentialgleichnngen/) 



§ 59. Elementar integrlerbare Differentialgleleliungen 

erster Ordnung. 

Die älteren Mathematiker haben sich vorzugsweise mit 
solchen speziellen Differentialgleichungen beschäftigt^ welche 
sich mit Hilfe von Quadraturen (gewöhnlichen Litegralen) 
lösen lassen. In denjenigen Fällen^ in welchen sich diese 
Quadraturen vermittels elementarer Funktionen ausführen 
lassen^ gelangt man zu Differentialgleichungen^ deren Lösung 
nur elementare Funktionen erfordert 

Wir betrachten zunächst einige Klassen von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, welche sich 
durch Quadraturen integrieren lassen. 

1. Trennung der Variablen. Ist in der Differential- 
gleichung 



*) Die Anwendung der von Lie geschaffenen Theorie der 
Transformationsgruppen auf die Integration von Differential- 
gleichungen wird hier nicht behandelt. Zur Einführung in die 
Liesche Theorie dient: Lie-Scheffers, Vorlesungen über Diffe- 
rentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transforma- 
tionen, Leipzig 1891. — Ygl. Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. IIA; 4b. 
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die rechte Seite von der Form 

n^>y)- Q(yy 

WO P nur von x und Q nur von y abhängt, liegt also die 
Differentialgleichung 

(1) P{x)dx + Q{y)dy = 

vor, so ist das allgemeine Integral 

fP{x) dx+fQ{y)dy=- Const 

Differentialgleichungen von anderer Form lassen sich 
bisweilen durch Einführung neuer Variablen auf solche 
Differentialgleichungen zurückführen, in denen die Variablen 
getrennt sind. 

2. Homogene Differentialgleichungen. Die Dif- 
ferentialgleichung 

P(a;, y)dx+ Q{x,y)dy = 

heißt homogen^ wenn P und Q homogene Funktionen gleicher 
Dimension von x und y sind. Ist diese Dimension <Ue mte^ 
so hat man, wenn X eine willkürliche Größe darstellt^ 

P{Xx,Xy) = X«'P{x,y), Q{Xx, Xy)==X^Q{x, y) . 
Setzt man jl = — , so nimmt die Differentialgleichung die 

X 

Form , V 



dy ^ P{Xx, Xy) ^ 

dx 0(^^, ^y) 

oder 

<^) Ä - Kf ) 



«('' f) 



an. Setzt man 
und 



y ^ux 
dy . du 



dx dx ' 

so geht die Differentialgleichung über in 

du 
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oder 

au ax 



f{u) — U X 
Die beiderseitige Integration ergibt 

du 



/; 



= loga? + C . 



f{u) — u 
Zum Sohlofi ist u durch -^ zu ersetzen. 

X 

3. Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

(3) ^ = P{^)y+Q('^) 

läßt sich vermittels der Methode der Variation der Kon- 
stanten integrieren^ welche in § 13 bereits für eine lineare 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung dargestellt wurde. 
In der reduzierten Differentialgleichung 

(4) || = ^(^)y 
lassen sich die Variablen trennen: 

^=^P(x)dx; 

y 

die Int^ation ergibt 

logy=/P(ic)<?ÄJ + logC 
oder 

(5) y==C6^^*^'% 

wo C eine willkürliche Konstante darstellt Wir verstehen 
nun unter C eine Funktion von x, welche wir so be- 
stimmen, daß der Ausdruck (5) die Differentialgleichung (3) 
befriedigt« Die Einsetzung von (5) in (3) ergibt 



dx 



jF^x _^ (jJP{^)ä^ . p(^) _ p(^) . Cfe/^C)^- + Q{^) 



oder, da das zweite Glied der linken Seite mit dem ersten 
Glied der rechten übereinstinmit; 

dx 
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Daraus folgt . 

wo c eine willkürliche Konstante ist. Durch Einsetzung 
dieses Wertes in (5) erhalt man die allgemeine Lösung der 
linearen Differentialgleichung (3) in der Form 

(6) y = c/^^*^^* . [fQ{x) e-f""^'^ '^dx + c . 

4. Die Bernoullische Differentialgleichung 

(7) ^-=P{^)y + Q(^)r 

geht durch Multiplikation mit y-*^ über in 

y-n^ _ I_ i^ = P{x)y'- + Q{x) . 
^ dx 1 — n dx ^ ^^ -^ ^\ f 



Setzt man 



yi-»»=r^ 



so hat man die lineare Differentialgleichung 

1 d0 



1 — n dx 



^P{x)0 + Q(x). 



5. Kennt man von der verallgemeinerten Biccati- 
schen Differentialgleichung 

(8) ll = P(X) y* + Q(p)y + B(x) 

eine partikuläre Lösung y = y^y so läßt sich die all- 
gemeine Lösung durch Quadraturen finden. Setzt man 
nämlich 

y = yi + ^y 

so geht die Gleichung (8) über in 

^ + ^^P(x)(yl + 2y^g + e^+ Q{x){y^ + xr) + R{x) ; 

da 

ist; so genügt der Bernoullischen Differentialgleichung 
dz 



dx 



= [2 P{x)y, + Q{x)]z + P(x)z^ . 
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Vgl. über die allgemeine Riccatische Differential- 
gleichuDg und deren Zusammenhang mit der linearen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung Schlesinger^ S. S., Kap. IL 

6. In der Differentialgleichung 

(9) 4'-^)-« 

fehle die unabhängige Veränderliche x. Laßt sich die 
Gleichung nach -— auflösen: 

so erhält man durch Trennung der Variablen und Integration 

dy 



f 



== 0? + Const. 



<p{y) 

Ist die Gleichung nach y auflösbar, so hat man, wenn 

dy 

gesetzt wird, 

Durch Differentiation der letzten Gleichung nach x erhalt 
man _ 

9 

und hieraus durch Trennung der Variablen und Integration 

«.= /"-M^ + Const. 



Man hat hiemach x und y als Funktionen einer Hilfs- 
variablen p dargestellt^ die sich unter umständen elimi- 
nieren läßt 

Die Differentialgleichung 

in welcher die abhängige Veränderliche y fehlt, läßt sich 
ebenso behandeln, wenn man die Bolle der beiden Ver- 
änderlichen vertauscht 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 17 



258 ^ Abschnitt. Elementare Integrationsmethoden. 
7. Die Differentialgleichung 

(11) y-^Ap) + ?>(p), 

wo 

dy 

ist, wird nach x differentiiert. Man erhalt so 

dp 



dx 



oder, wenn f{p) nicht gleich p ist, 

dx ^ fip) q/(p) Q 

dp f{p)-p f{p)-p 

Faßt man p als unabhängige, x als abhängige Veränderliche 
auf, so hat man eine lineare Differentialgleichung, welche 
nach 3. int^riert wird. Man erhalt so x als Funktion von p 
und einer willkürlichen Konstanten c: 

x===F(j>,c). 

Man hat p aus dieser Gleichung und der Gleichung (11) 
zu eliminieren« 

8. Die Clairautsche Differentialgleichung 

(12) »=px + (p(p) 

geht aus Gleichung (11) für f(p) = p hervor. Durch Diffe- 
rentiation nach X erhalt man 

p = p + [x+q/(p)]-^ 
oder 



Entweder ist 

dp 



= 0, 



dx 
also 

p = c 

konstant, so daß sich die Lösung 

(13) !f = cx + (p{c) 
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ergibt Oder es ist 

(14) x + q/{p)=^0; 

eUminiert man p aus (14) und (12)^ so erhalt man eine 
Gleichung zwischen x und y, 

(15) J-C« , y) =- , 

welche die Differentialgleichung (12) befriedigt^ aber keine 
willkürliche Konstante enthält. 

Die Gleichung (13) stellt eine Schar von geraden 
Linien dar; haben diese eine Enveloppe, so findet man 
dieselbe, indem man die Gleichung (13) partiell nach c 
differentüert und zwischen der so erhaltenen Gleichung 

0^x + q/{c) 

und der Gleichung (13) c eliminiert. Das Eliminations- 
resultat ist die Gleichung F{x, y) = 0, welche oben durch 
Elimination von p aus den beiden Gleichungen (12) und (14) 
gefunden wurde. Die Gleichung (15) bildet eine singulare 
Lösung der Clairautschen Differentialgleichung; sie stellt 
die Enveloppe der die allgemeine Lösung bildenden Geraden- 
schar (13) dar; sie enthält kein^ willkürliche Konstante^ sie 
geht aber auch nicht aus der allgemeinen Lösung durch 
Einsetzung eines speziellen Wertes für die Konstante c 
hervor. Vgl. die Behandlung der singulären Lösungen im 
Xm. Abschnitt 



§ 60. Spezielle Dlfferentialglelcliimgeii höherer 

Ordnung. 

Wir betrachten einige Klassen von Differentialgleichungen 
zweiter und höherer Ordnung, welche sich auf Differential- 
gleichungen niedrigerer Ordnung zurückführen oder 
durch Quaidraturen integrieren lassen. 

Wir nehmen zunächst an, daß in der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 



4-"Ä-S)-» 



eine oder zwei der Größen x, y^ --—- fehlen. 



17* 
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1. Die DifferentialgleichuDg 

geht, wenn man 

dy 

setzt; in die Differentialgleichung erster Ordnung 

4,,,f)=o 

Über. Ist diese in der Form p = (p(Xf c) integriert^ so hat 
man die Losung von (16) 

y=:f(p{x^ c)dx + <f 

mit den beiden Integrationskonstanten c^ <f , 

2. Die Differentialgleichung 

geht; wenn man 

^_ <Py dp dp 

dx ' dx* dx dy 

setzt, in eine Differentialgleichnng erster Ordnung zwischen 
p und y über: 

Ist das allgemeine Integral derselben in der Form 

p^<p(y9c) 

geftmdeu; so ist 



P <p{y, e) ' 
also 

x= ! ^y \<f 

3. Die Differentialgleichung 
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wird, wenn man , 

dy 

Durch Trennong der Variablen tmd Integration erhält man 

weiter ist , 

also ^ , 

Dorch EUmination von p erhält num eine Gleichung zwi- 
schen X und y mit den beiden willkürlichen Konstanten c, <f . 
4. Die Differentialgleichung 

(19) -g- = fiif) 

geht durch Multiplikation mit 2dy über in 

hieraus folgt 
und 

Durch Wurzelausziehung und Trennung der Variablen er- 
hält man 




y2jf(t,) dy + c 
5. Die Differentialgleichung 
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dy 



dx 



hat die den Anfangsbedingungen ä: = a , y = , -^ = 
genügende partikuläre Lösung " ^ 

y r= jdxjf{x) dx 



a a 



oder 

(21) y=j{x^z)mdz. 

a 

Durch Differentiation des Ausdrucks (21) erhält man nändich 

da 
Die durch die Anfangsbedingungen a; = a , y = c, -^ — d 

bestimmte Lösung von (20) ist also 

y =j{x — is)f{e) d0 + cx + (f . 

a 

Bemerkung. Annlich findet man das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung 

d^y 



in der Form 



m 



X 



a 

mit den n willkürlicUen Konstanten c^, . . ,, c^. 
6. Ist die Differentialgleichung nter Ordnung 

F{Xyy,^, ...,y(~)) = 

homogen in bezug auf y, y', ..., ^••), so wird sie 
durch die Substitution 

(22) y = e^ , ^ = -5^ 

in eine Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung mit der 
abhängigen Veränderlichen z übergeführt. 

Nehmen wir z. B. n = 2 an^ handelt es sich also um 
die Differentialgleichung 
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und besteht die Identität 

F{x, Xy, X^, X^^ = X-^F{x, y, y', y'O 
für wülkürliches Xy so haben wir 

y = ef''% ^^,eS'^\ y'' = (/ + i^^) e/' "^ 

die Differentialgleichung kann in der Form 

F{x,Xy,X^,Xy^') = 
geschrieben und 

angenommen werden; sie geht also in die Differential- 
gleichung erster Ordnung über: 

F(x, l,^,/+^^) = 0* 

So wird die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

r+P{x)y'+Q{x)y^O 

durch die Substitution 

^ ^ dlogy 

dx 

in die Riocatische Differentialgleichung 

/+ z^ + P(x)z + Q(x) = 
übergeführt *). 

Ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
zwischen ^ und ^ in der Form 

z = (p{pCy c) 

gefunden, so ist 

__ ^/^(«' e^dx+C 

7. Eine in bezug auf x, y, dx, dy, d^y, ..., d*^y 
homogene Differentialgleichung nter Ordnung laßt sich 
durch die Substitution 

(23) x = ^, y^^z, w==^ 

in eine Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung zwischen t 
und u überführen. Wir nehmen z. B. die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

*) Vgl. Sohlesinger, S. S., Kap. U. 
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welche die Bedingnng 

erfüllt, also in der Form geschrieben werden kann: 
Setzt man darin X = c* und beachtet man, daß 






--37 + ^, -T^^e 



dx dt dx^ 

ist, so hat man die Differentialgleichung 

_/^ dfs . ä^z , de\ ^ 

welche, wenn man 

dz __ d^z _ ^w __ rfw 

setzt, in die Differentialgleichung erster Ordnung 

übergeht. Kennt man deren allgemeine Lösung 

u^(p{z,c), 
so hat man 



,. dz dz 



also 



u (p{z, c) ' 



t= -TT-Ts+C^. 



^ f dz 

J<p{z,c) 



worm 



< = loga?, z^^ 

X 



zu setzen ist. 



-=^fip^^y) 
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§ 61. Der Multiplikator einer Differentialgleieliimg 

erster Ordnnng. 

In der Differentialgleichung erster Ordnung 

dy 

j da? 

oder 

(A) dy-f{x,y)dx^O 

stelle f{x , y) eine analytische Funktion von x , y dar, welche 
in der Umgebung der Stelle a? = a , y = 5 regulär sein 
möge. Die entsprechende partielle Differentialgleichung (§ 7) 

(24) _ + /(..,y)_ = 

wird durch eine in der Umgebung der Stelle x = a, y = b 
reguläre analytische Funktion F(xly) befriedigt; ihre all- 
gemeinste Lösung ist 0[F(x, y)]j wo eine willkürliche 
Funktion von F darstellt. Die Funktion t(x,y) stellt 
dann ein Integral der Differentialgleichung (A) dar, d. h. sie 
nimmt einen konstanten Wert an, wenn für y eine der 
Differentialgleichung (A) genügende Funktion von x ein- 

§esetzt wird; dasselbe gilt von der Funktion 0[F{Xf y)], 
etzt man 

BF 



so ist nach (24) 



dy 
dF 



dx 



— /iA^,y), 



also 

(25) fi[dy-f{x, y) dx] = dF; 

d. h. die linke Seite der Differentialgleichung (A) geht durch 
Multiplikation mit einer Funktion jn von x und y in das 
vollständige Differential einer Funktion F von zwei un- 
abhängigen Veränderlichen x , y über. Jede Funktion /i von 
der Art, daß die mit /i multiplizierte linke Seite der Diffe- 
rentialgleiohung (A) ein vollständiges Differential ist, wird 
integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator 



266 X- Abschnitt. Elementare Integrationamethoden. 

der Differentialgleichang (A) genannt Ist ein solcher 
Multiplikator bekannt, so findet man die zugehörige Funktion 
Fipo^y) durch Integration eines vollständigen Differentials 
vermittels Quadraturen *). Die Differentialgleichung (A) ist 
dann gleichbedeutend mit 

imd man hat ohne weiteres die Integralgleichung 

(26) F{Xyy)^C. 

Ist /i ein Multiplikator und 1^ das zugehörige 
Integral der Differentialgleichung (A), so ist 
lJL»q)^F) der allgemeinste Multiplikator, wenn q) 
eine willkürliche Funktion darstellt Denn aus 
der Gleichung 

dF^ fi{dy — tdx) 

folgt, wenn ^{F) eine Funktion von F mit der Ableitung 
^\F) ^(p(F) bezeichnet, 

d^(F)^ ^{F)dF ^ fi(p{F)[dy -- fdx) . 

Die Funktion fi • q){F) ist also ein Multiplikator. Daß 
sie zugleich den allgemeinsten Multiplikator darstellt, ergibt 
sich folgendermaßen. Ist fi ein von fi verschiedener Miüti- 
plikator, so bestehen Gleichungen von der Form 

dF dF 

fJL{dy — fdx) = dF^ 'dx ^^ "^ 17 ^^ ' 

'ji{dy-fdx)==dF^-^dx + -j^dy, 

wo jP ebenso wie F eine Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (24) darstellt Setzt man F^ ^(F), so hat man 

dF ^ dF d^(F) ^,^, dF 
oder, wenn 9{F) = 99 (JP) gesetzt wird. 



*) Vgl. F. Meyer, Differential- und Integralrechnung, Bd. n 
(Sammlung Schubert XI), § 39. 
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Wir können auch schreiben: 

(27) ^ = <P{F). 

Es gilt also der Satz: 

Der Quotient zweier Multiplikatoren stellt, 
falls er nicht von x^ y unabhängig ist, ein Inte- 
gral der Differentialgleichung dar. 

Ist /i ein Multiplikator und F das zugehörige Integral^ 
so besteht die Gleichung 

dF dF 

M'idy - fdx) = dF^ ~e^^^ + ~e7^^' 



es ist also 



Aus 



dF . dF 

dy \dx ) dx\dy) 



folgt 

Jeder Multiplikator /i der Differentialglei- 
chung (A) genügt der partiellen Differential- 
gleichung (28). 

Beispiele. 

1. Die in § 59 integrierte homogene Differentialgleichung 

ax \x/ 
besitzt den Multiplikator 



i" = 



Denn der Ausdruck 

dx 



ä,-M 



y — x 



'(f)' 
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Multiplikatoren (integrierenden Faktoren) des 
Differentialsystems (B). 

Ist /ii ; . . . ; /i» ein beliebiges Moltiplikatorensjstem, 
so ist 

^mJdXj — Xidx^) = —^juk X4 • dx^ + ^iui4dxi 

n 



= rfF=Ä^+T^^ 



also 



da^''^ + 2,ä^''^' 



» 



BF ^ „ öF 



— = -2/^X,, -^ = ^ (t=l,...,n); 
daraus folgt 



dxo ^ dxi 



*=i 



d. h. die Funktion F genügt der partiellen Differential- 
gleichung (29)> sie stellt demnach ein Integral des Systems (B) 
dar. Ist ein Multiplikatorensystem /^ ^ • • • » /^m bekannt, so 
findet man das zugehörige Integi^ F des Differential- 
systems (B) als Integral eines vollständigen Differentials 
durch Quadraturen. 

Wir haben den Satz bewiesen: 

Ist F{Xq, x^, ..., Xf) eine beliebige Lösung 
der partiellen Differentialgleichung (29)^ so ist 

BF dF 

das allgemeinste Multiplikatorensystem des 
Differentialsystems (B). 

Sind Ii, . . . , Fn n unabhängige Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichung (29), d. h. n Lösungen, deren 
Funktionaldeterminante 

ä (Xi , . . . , Xtt) 

nicht identisch verschwindet, so hat man die n Multi- 
plikatorensysteme 
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ÖJFV 



(31) 



M* 



• • • ' /^ ~ dx^ 



dxi ' 
Dann wird die Determinante 



(32) M 



MS 



• • • > /*(• 



M"S 



• • • ^ A*» 






(t= 1, . . ., n). 






ein 



dx^ 



ein Jacobischer Multiplikator des Differential- 
systems (B) genannt 

Aus einem Multiplikator M ergibt sich der allgemeinste 
Multiplikator durch Multiplikation mit einer beliebigen 
Losung F der partiellen Differentialgleichung (29). 

Denn ist 



Jf = 



ein Multiplikator und 



^\Xi f , , , f Xn) 



jj^ ^{Fiy ..., Fn) 
uyXi y • • . f Xn) 

irgend ein anderer Multiplikator, so lassen sich die un- 
abhängigen Lösungen F^, . . ., Fn der partiellen Differential- 
gleichung (29) in der Form darstellen: 

F^^0^(F^,...,Fn), ..., J;=(P.(J\,...,JF»). 
Dann ist 

^(-^1 f '"} Fn) B{X^ ,..•,«?») 

WO die nicht identisch verschwindende lümiktionaldeter- 
müiante ,. '" 

Ö(J\, ...,Fn) 

als Funktion (P(JPi , . . . , In) der Losungen F^, ..., Fn 
von (29) ebenfalls eine Lösung J^ der partiellen Differential- 
gleichung (29) darstellt — Ist umgekehrt 
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eine beliebige Lösung von (29), so wählt man JP\ als 
Funktion von JP\ , , . . , F^ so, daß 






= (P(JFi, ...,-Fh) 



ist, wahrend < 

8{Fi, ...,Fn) 



Fn = Fm 



S{Fi, ..., Fn) 



es ist also 



dFi 



dF^' dF^' "' dFn 
0, 1, ..., 



dF\ 

dF^ 



= F; 



FM^ 



0, 0, 



&{F^j » . ., -Fn) ^(.Fi, . . ., F^ 
^(^1 > • • • ^ -Fh) ö(iCi , . . . , a;») 



v (a?j , • • • , a^n) 

der aus dem Lösungssystem F^y ..., JFV» hervorgehende 
Multiplikator. 

Wir beweisen den weiteren Satz : 

Jeder Multiplikator M des Differential- 
systems (B) genügt der partiellen Differential- 
gleichung 



(33) 



BM ^ djMX,) ^ _ ^ e{MX„) _^^ 



dx. 



dx. 



und umgekehrt' ätellt jede Lösung üf dieser par- 
tiellen Differentialgleichung einen Multipli- 
kator dar. 

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, bezeichnen 
wir die Determinante, welche, aus 

dF^ ... dF^ 



M = 



dx^ ' 

8Fn 

dx^ • 



dx. 



eFn 

dXn 
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dadurch hervorgeht, daß man die Elemente der ktea Kolonne 

dFi 



doroh 



dxi' 

dFi 
ex,' 



• • 9 



dFn 

Bxt 

8Fn 

dXn 



ersetzt^ mit Mk. Es ist also 

dF^ dFi dF^ öFi 



Mu=^ 



dxi ' 5^*-i ^ 5^0 ' ^^t+i 



' dx^ 



dFn SFn dFn SFn dFn 

dxi dXk-1 öXq dxt+i dxn 

Auf Grund der partiellen Differentialgleichung (29) ist 



ÖXq "^ dx^ '" * dXn 



man hat demnach 
Es ist also 



Mu^^MX, 



(<=1, ...,n); 



(nJ = 1 , • • • ^ 9l) • 



dM yr djMXj) ^ dM yr dMt 

Daß die rechte Seite identisch in Xq, a^, .. ., Xn ver- 
schwindet; ergibt sich durch direkte Ausrechnung, die wir 
der Bequemlichkeit halber für n = 2 ausführen. 
Für n := 2 ist 







dFi dFi 




M^ 


eFt BF^ 

dxi ' dxt 


dFi 


dFi 




dxo' 

eF, 


BFj 


, Jf,= 



dxQ ' dx^ 

Hörn, Gewöhnliche Diiferentialglelohangen. 



dl\ dl\ 

dx^ ' dxQ 

dF^ dF, 

dx^ ' dxQ 



18 
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also 



dM 

dxo 



d^Fi oF^ 



dx^^dx^J dx^ , 

e^F, dF, 



dxy^ 



Bxq dxi ^ dx^ 

d^F^ dFy' 
Sxq dxy^ ' dx 



2 



e^Fo dF 



2 



2 



m m 



6x9 



'6xq d'Xi^ 6x2 

•d^Ff ' dFi 
dx^dx^ öXq 




Daraus fo^ ohne weiteres 



+ 



doCy^ Bxq dx^ 



SF 



2 



e^F 



2 



dx^ ' Sxq dx^ 



dxQ dxi 



dxt 



= 0, 



w. z. b. w. 

Um nun den zweiten Teil des ausgesprochenen Satzes 
zu beweisen^ setzen wir 

d{Fi , . . . , Fn) 



M== 



0\Xi j . . . ^ Xn) 



und verstehen unter M eine beliebige Losung der partiellen 
Differentialgleichung (33). Wir setzen 



Dann ist 



M= MF{Xq , Xi, . , . , Xn) . 

dM' . ^ d(MXu) 



+-Z 



8 (MF) , ^»{MXt-F) 



= 0, 



dx„ 



+2 



dxk 



= 



'0 . i=l 

Die zweite Gleichung schreibt sich 



F 



dM 

Bxq 



n 



+2: 

*=1 



8 (MX,) 
dxt 



+ M 



dF 



n 






dF 
dxt 



= 
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oder, wenn die erste Gleichung berücksichtigt wird^ 



M 



Sxc 



dxu 



= 0. 



'0 *=i 
Da M nicht identiseh versdiwindet, so ist 



dXf 



*=i 
d. h. F ist eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (29). 

Daher stellt M= MF einen Multiplikator dar. 

Anf .Grcmd des soeben benriesenen Satzes können wir 
einen Multiplikator M des Systems (B) auch als Lösung 
der partiellen Differentialgleichung (33) definieren. 

Der Multiplikator M des Systems gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen (B) kann auch als Multiplikator der zu- 
gehörigen partiellen Differentialg][eichung(29) au%e&ßt werden. 
Es gilt nämlich der Satz: 

Ist JP eine beliebige Funktion von Xq, x^y . . . , Xn^ 
während' 1^1, . . ., JPn unabhängige Lösungen der par« 
tiellen-Differentialgleichung (29) .... 



dF ^ dF ^ 



dXi 



dx^ 



&x* 



darstellen, so besteht die Identität 
ist. 



t/yX^ . . • , Xm) 

Zum Beweise formen wir die Funktionaldeterminante 

dF öF dF 



S(Fy Flf . . m, JPn) 

ä{XQ f Xif • • • } ^n) 



dxQ 
dF^ 



dx^' 
dF, 



Sxq dxi 
dXf) ' dxi ' 



• • • 



dXn 

eF, 

ÖXn 

18* 
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dadurch um, daß wir zu den Elementen der ersten Kolonne 
die mit X^ multiplizierten Elemente der zweiten Kolonne usw. 
und schließlich die mit Xn multiplizierten Elemente der 
(n + l)ten Kolonne addieren. So erhalten wir 

^(^9 ^19 •••> Fn) 



dF dF 

+ Xi ^ + . • . + Xn 



dF dF 



dXi 



dxi 







dXn ' dXi ' 

dF^ 

' dx,^ 







(dF ,^ dF dF 



dx^ 



^m{- 



dxQ 
w. z. b. w. 



ö^+z,i£:+...+z '^ 



dxi 



BF, 

' dxi' 

BFi 
öx^' 

exi' 



) 



" dXn 



dx.^'^Bxi^'" 
8F, dF, 
dxo^'^'dxi'^" 


Xi f • • • } Ä?n) 

4-Z ^^^ 


dF 

dxi' 

dFi 

ÖXi' 


dF 

•••' dx, 

dFi 

'"' dx^ 


dFn ,TrSFn^ 


4-Z^^- 


öF„ 

ÖXi' 


dFn 
•••' dx. 



• • • 



dF 

dXn 
dl\ 

dx^ 



dF^ 

dXn 

dl\ 
dXn 

dFn 

dXn 



§ 63. Bednktion eines Differentialsystems mit bekannten 
Integralen. Der letzte Multiplikator. 

Von dem Differentialsystem (B) seien n — * Integrale 

-f* + l {^09 ^f " '9 ^n) = Gfc+i , 
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bekannt (i > 0). "Wir führen an Stelle von xt+i, . . . , Xn 
vennittels der Gleichungen* 



Vn = -t' » (^0 y *^1 f • • • 9 ^k} Xjc^i ^ . . . , Xn) 

die neuen Veränderlichen yu+if •••> Vn ein, während Xq, 
Xiy . . . ; Xk beibehalten werden. Dadurch geht die dem 
System (B) zugehörige partielle Differentialgleichung (29) in 
die partielle Differentialgleichung 

öXq dxi dxk 

mit den Lösungen yu+iy • • •> Vn über. Indem man F der 
Beihe nach durch yt+i, . . .^ f/n ersetzt^ erkennt man^ daß 
Tk+i, . . . , Tn identisch verschwinden^ daß also die partielle 
Differentialgleichung lautet: 

wo X^ ^ . . . , Xjk als Funktionen von x^, . . . ^ Xi, ^k+i^ 
' • '9 Vn darzustellen sind. 

Ist M ein Multiplikator des Systems (B) oder der par- 
tiellen Differentialgleichung (29)^ so besteht die Identität (34) 

\dXf^ ^ dxi • • • "T" öxj d{xQ , Xi, ..., Xn) ' 

Die Funktionaldeterminante der rechten Seite läßt sich auf 
die Form bringen: 

d{Fy F^y .. .y F^ ^ (Xq y Xj , ...y Xj , t/k + l j ' » ' 9 Vh) 

v{Xq y X^y .,*y X^ y ^1: + 1 } ••>} J^n) ^(^0 9 *^19 ••• > »^Itf ^*!+l 9 • • • i ^») 

^ S{F, F^y ...yFn) d(yk+l9 >"9yn) , 

d(XQ, Xiy . . ., Xiy yk+l9 " '9 yn) Ö(^*+l* . . ., Xn) ' 

die linke Seite wird nach Einführung der unabhängigen 
Veränderlichen Xq y x^y . . . , xuf yu+i 9 • • • 9 yn 
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WO Jlf 9 X^ , . . . , Xjfc als Funktionen der neaen Veränder- 
lichen darzustellen sind. .Die .ohige Identität kann dem- 
nach geschrieben werden: 



(38) 



M IBF BF +X— ] 

d{F, Ji, ..., Fn) 



d. h. die transformierte partielle Differentialgleichang (37) 
besitzt den Multiplikator 

M 

(39) N = -^^ r- , 

S{^k+l9 . . . > ÄJn) 

welcher als Funktion von Xq^ x^ . . , ^ Xk, t/u-^-i y - - • > Pn a^uf- 
zufassen ist Der partiellen Differentialgleichung (37) ent- 
spricht das System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

dxi — X^ dxQ = , ' • ' } dxi — Xi dx^ = ^ 

dyic^i = , . . . , dyn = , 

welches die Integralgleichungen 

Vk+l == Gfc+l j • • • > ffn = Cn 

besitzt Ersetzt man demgemäß in den Funktionen X^ , 
. . . , Xj der Veränderlichen Xq, x^, . . . , Xjc, y»+i , — , y« 
die n — Jc letzten Veränderlichen yk+iy • > • y tfn durch die 
Integrationskonstanten Ck+iy ...^ Cn, so erhält man ein 
System von k Differentialgleichungen zwischen den Ver- 
änderlichen XQfXif...fXj(: 

(40) dxi — Xi dxQ = , • • • > d^i — Xi diTo = . 

Der als Funktion von Xq, x^ . . . , Xjt, y*+i, . . ., yn auf- 
gefaßte Ausdruck 

M 

d{Xjt + i, . . 4, Xn) 
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stellt einen Multiplikator des Systems (40) dar, nachdem 
man yk+i^ »"f^yu durch die.lAtegn^tiQnskqnstanten Ci^i, 
. . . , Cn ersetzt hat. 

Damit ist der folgende Satz bewiesen : 

Das Differentialsystem 

(IXq == Y* = • . • = -Y" 

mit dem Multiplikator M kann, wenn man n — h 
Integrale 



kennte durch das System 

OfXQ — -«■ — • • • — ~^ 

ersetzt werden^ welches den Multiplikator 

M 



N=^ 



ö(J?i+i^ • • • » J?'«) 



Ö(a^*+l, .. ., a?n) 

besitzt. Dabei sind X^^ , . . .yX^ und ^ vermittels der 
Integralgleichungen durch Elimination von XkJfXy 
,..y Xn als Funktionen von x^y Xiy •.,, x^y Ck+iy •••> Cn 
darzustellen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall k = 1, 
Es seien n — 1 Integrale F^y . . . , Fn, sowie ein 
Multiplikator M des Differentialsystems (B) bekannt. Dann 
läßt sich das System (B) durch die einzige Differential- 
gleichung 

dxi — Xi dx^ = 

ersetzen, welche den Multiplikator 

M 



N 



^{^2 9 " '9 ^n) 



besitzt; nachdem man vermittels der Integralgleiohungen 
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-Tj (Xq yOl^fX^y • • • 9 a?n) = ^8 ^ 



^2 9 . . . , Xh durch Xq j Xi und die XntegrationBkonBtaiiten 
€2, . • • ; On ausgedrückt hat, erscheinen X^ und N als 
Funktionen der beiden Veränderlichen Xq, Xi. Eine Diffe- 
rentialgleichung zwischen zwei Veränderlichen, von welcher 
man einen Multiplikator kennt, laßt sich aber durch Qua- 
draturen integrieren. 

Damit ist Jacobis Prinzip des letzten Multi- 
plikators bewiesen: 

Das Differentialsystem (B) läßt sich durch 
Quadraturen integrieren, wenn n — 1 Integrale 
und ein Multiplikator bekannt sind. 

§ 64. Differentlalgleicilimgeii der Dynamik. 

Wir betrachten ein System von Punkten, welche ge- 
wissen von der Zeit unabhängigen Bedingungen unterworfen 
sind. Die jeweilige Lage des Systems sei durch n Größen 
Qi9'''9Qn (verallgemeinerte Koordinaten) in der 
Weise bestimmt, daß die rechtwinkligen Koordinaten eines 
jeden dem System angehorigen Punktes als bekannte Funk- 
tionen von q^f . . . , 9n erscheinen. Die auf das System 
wirkenden Kräfte leisten bei einer unendUch kleinen Ver- 
rückung des Systems, welche durch Angabe der Änderungen 
dqi , . . • , dqn der Größen qi, • * > , qn bestimmt wird, die 
Arbeit 

welche, wie wir annehmen wollen, das vollständige Diffe- 
rential einer Funktion von ^^ , . . . , ^n allein, der Kräfte- 
funktion J7, sein soll. Die lebendige Kraft T des 
Systems läßt sich als Funktion von 

Üi9 ^i="fl (t = l,...,n) 

darstellen, und zwar als ganze homogene Funktion zweiten 
Grades von ^ly > • > f qny deren Koeffizienten Funktionen 
von qif '•'^ qn sind. 
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Unter diesen Voraussetzungen wird die Bew^ung durch 
die Lagrangescben Differentialgleichungen zweiter 
Art dargestellt: 

Um die Koordinaten q^^ - . >, Qn &ls Funktionen der Zeit t 
auszudrücken, haben wir das aus den Gleichungen 

(43) ^^ql (i-l,...,n) 

und den Gleichungen (42) bestehende System von 2n Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung mit der unabhängigen 
Veränderlichen t und den 2n abhängigen Veränderlichen 
9i 9 ' " 9 Qnj g^ 9 » • • f qii zu integrieren. 

Wir geben diesem Differentialsystem eine etwas andere 
Form, indem wir 

(44) ^'^d^ (i-l,...,n) 

an Stelle von gi , . . . , ^ als Veränderliche einführen. Die 
Anwendung des Eulerschen Satzes auf die ganze homogene 
Funktion zweiten Grades T von 9i ; • • • > 9^ ergibt 

oder 

(45) T^-^pt^t-T. 

i=i 

Während die Bezeichnung 

BT 8T ,. , - 

d^r ä^ (* = l,...,n) 

für die partiellen Ableitungen der als Funktion von ^i > • • • > ffn ; 
$1 y . . . ^ 2^ aufgefaßten lebendigen Kraft T beibehalten wird^ 
bezeichnen wir^ nachdem T als Funktion von qi, , . ., qn', 
Pi9 ' "9 Pn dargestellt ist^ deren partielle Ableitungen mit 



so daß 



(If)' © (» = !,•••,«). 
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ist. Die DifferentiatioQ der Gleichung (45) ergibt 



*• ÖT 



rf=i ^* f=i 

daraus folgt 

\dqj dqi XdpJ 

Hiernach gehen die Gleichungen (43) und (42) über in 

dqi 



dt 
dp 



" ~ \epj ' 



dt 

Stellt man die Größe 

(46) H=T^U 

als Funktion von Qi, * - - , Qn] Pif - - - , Pn dar, so sind, 
da U nur von 9i ^ • • • » 9n abhangen soll, deren partielle 
Ableitungen 

li'^\ßqJ oft' 









dpi 

Wir haben somit die kanonischen Differential- 
gleichungen der Bewegung von Hamilton: 
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dq^ SH dpi BH 

Die Große H, die Summe aus der kinetischen Energie T 
imd der potentiellen Energie — U^ stellt die gesamte Energie 
des Systems dar. 

Die dem System (47) oder 

dt-^ ^Ö'i _ äqn dp^ dpn 



6H dH dH '" _m 

Spi dpn . dqi dqn 

entsprechende partielle Differentialgleichung 

^^""^ dt "^^ \dq, dp, dp, dqj ^ "^ 

hat, da J7 als von t unabhängig vorausgesetzt wurde, die 
Losung 

die Differentialgleichungen (47) besitzen also das Integral 
(49) H{qi , . . . , g«; l>i , . . . I i>«) = Const, 

welches die Energiegleichung darstellt. 

Ein Multiplikator M des Systems (47) genügt der par- 
tiellen Differentialgleichung 

et ■*'^ eq, dp, ' 



oder 

,^c^^ ^-^ -j. V l^^ ^^ ^^ ^^ - r. 

^^"^ et '^ jZi [J^, If, - J^, J^J ^ ^ ' 

welche die Lösung M=l besitzt (gleichviel, ob H von t 
unabhängig ist, wie wir es vorausgesetzt haben, oder eine 
Funktion von qi, • • . , ?n ; i>i ^ - ^ *, Pn und i ist). Damit 
ist gezeigt, daß das Differentialsystem (47) stets den 
Multiplikator M — 1 besitzt. 

Wir betrachten zunächst die 2 n — 1 von t unabhängigen 
Differentialgleichungen 
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(51) ^*^ ^*" ^^^ ^^^ 



zwischen den 2n VerSnderlicben q^, • • < , qul Piy • • • ? Pn • 
Wir nehmen an^ es seien außer dem Integral (49) 

2n~3 weitere Integrale 

(52) H^(qi, ''',qn;Pi, ...,Pn)^C^ (y=l,2,. . .,2n~3), 

im ganzen also 2n ~ 2 unabhängige Integrale bekannt In- 
dem man vermittels der 2n — 2 Integralgleichungen 2n ~ 2 
Yeranderliche, z. B. ^s ^ . . . ^ g«»; Pi9 • • • » Pny eliminiert, er- 
hält man eine Differentialgleichung zwischen den 
beiden Veränderlichen q^^ q^. Diese Differential- 
gleichung läßt sich durch Quadraturen integrieren, da 
sich ein Multiplikator derselben aus dem Multiplikator M= 1 
des Systems (47) herleiten läßt Nachdem man q^^ . , , , j» ; 
Pif • • • 9 Pn durch q^ ausgedrückt und damit auch 

als Funktion von q^ dargestellt hat, ergibt sich aus der 
Differentialgleichung 

oft 
t als Funktion von q^ durch eine weitere Quadratur: 

(53) t = f-^^ + Const 

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen: 
Kennt man von dem Differentialsystem 

dqi ^ dB{qi, . > > i g»; jPi^ . . . , j?») 

dt ^ dp, ' r 1 X 

, .xr/ (e = l,...,n) 

dt dqi 
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2n — 2 von t unabhängige Integrale (worunter sich 
immer die Integralgleichung H=C befindet)^ so 
läßt sich die vollständige Integration durch 
Quadraturen ausführen. 

§ 65. Angaben.*) 

Aufgabe 1. Die Differentialgleichung 

dx __ dy 

(h^ + hiV ^ (h^ + hitf 

ist als homogene Gleichung vermittels der Substitution 
y = xz za integrieren. 

Man wende auch die folgende Integrationsmethode an 
(vgl. § 20). Sind die Wurzeln i^, X^ der Gleichung 

voneinander und von Null verschieden^ so läßt sich die 
Differentialgleichung auf die Form bringen: 

dX dY 

Man führe die Integration unter der Voraussetzung^ daß die 
KoefiBzienten aifbifO^fb^ reell sind^ auf reellem Wege durch 
und untersuche das Verhalten der reellen Integralkurven 
in der Nähe des Punktes o; >= 0, y = 0. Die angedeutete 
Methode ist auf den Fall jl^ = JL, cj^ zu übertragen ''^). 

Vgl. Serret; Differential- und Integralrechnung, deutsch 
von Harnack und Bohlmann^ Bd. lU, S. 59 — 64. 

Aufgabe 2. Die Differentialgleichung 

dx __ dy 

a^x + \y + c^"^ a^x + \y + c^ 

wird, wenn (ij>^^ a^\=:f=0 ist, entweder durch die Sub- 
stitution 
x^af + p, y^y^+if 

*) Eine größere Anzahl von Beispielen elementar integrier- 
barer Differentialgleichungen enthält das Lehrbuch der Differential- 
gleichungen von Forsyth, deutsch von Maser. 

**) In § 73, 76; 76 ist eine allgemeinere Differentialgleichung 
behandelt. 
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wo 

<hP + hü + <h=0, o^i? + ftgg + Cg = 

ist; oder durch die Sabstitution 

auf eine homogene Differentialgleichung zurückgeführt Ist 
Oyh^ — Oj^i = und z. B. ft^^ 0, so führt man die Ver- 
änderlichen X und 

z=^a^x + \y 
ein. 

Aufgabe 3. Die spezielle Riccatische Differential- 
gleichung 

^ + ay2 = Ja*. 

läßt sich im Falle m = elementar integrieren. Durch die 

Substitution 

-^ 1 1 
X = ir7*+' , y = -z 1 

geht sie über in 

wo 

m + 4 6 ^ a 



m + 3' ^ m + S' ^ w + 3 

ist Durch »-malige Anwendung der angegebenen Sub- 
stitution erhält man eine Differentialgleichung von der Form 

^^'^ (2t-l)m + 4i 

%m + 2% + l 

ist Diese Differentialgleichung ist im Falle m«- = inte- 
grabel; also die ursprüngliche Gleichung im Falle 

4t 

m = — — — - (t = 0, 1, 2, ...). 

Jt — 1 

Durch die Substitution 



y^Y' ^ = ^'"^' 
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geht die ursprongliche Kiccatische Gleichung iu die Glei- 

dX^m + 1 m + 1 

über, welche im Falle 

m 4i 



m + 1 2<— 1 

integrabel ist; also ist die ursprüngliche DiSerentialgleichuug 
auch dann integrabel^ wenn 

4i 
^ = ~2rfl (i = 0, 1, 2, ...) 

ist. 

Es sei noch bemerkt^ daß sich die spezielle Biccati- 
sche Differentialgleichung auf die Besselsche Differential- 
gleichuDg zurückfuhren läßt. Setzt man 

^ 1 du 
außx^ 

so genügt u der linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

'=r-^ — aox'^u = 0. 
Durch die Substitution 

worin 

w+ 2 m 



Z = — ^ V == 0^P-iu , 



2 ' ^ 2(w+2) 

ist; erhalten wir die Differentialgleichung 



dss^ z dz 



_(»j + (£+»!)„_ 0. 



Setzt man hierin 

i^'S-^l—ah, 

so hat man die Besselsche Differentialgleichung 



4l+(-^*'^)'=»- 



da« i dl \ ä 
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Die in der Theorie der Besselsohen Funktion Ji»(a;) mit n 
bezeichnete Konstante ist hier 

Vgl Forsyth-Maser^ Lehrbnoh der Differential- 
gleichungen, 8. 195—202. 

Aufgabe 4. Die Jaoobische Differentialgleichung*) 

Mdx — Ldy + N{xdy — ydx) =» , 
worin 

L^a^x + a^y + cUi, 

M'^b^x + h^y + b^ , 

N^c^x + c^y + c^ 

lineare Funktionen von x, y sind, besitzt^ wenn die kubische 
Gleichung 

drei verschiedene Wurzeln hat, die allgemeine Lösung 

Ut'^üt'^Ut'^ = Const.; 
dabei ist 

Ui = unx + Uay + w^-s (< = 1 , 2, 3) 

eine lineare Funktion von x^ y, deren Koeffizienten den 
Gleichungen genügen: 

(Ol — Xi)Uii + bitii2 + Cifiis = , 

(hUn + {h — Xi)Uii + CfUiz = , (♦ = 1,2,3) 

(hUii + h^2 + {C9 — X,)tli9 = . 

Vgl. 8 er r et, Differential- und Integral-Itechnung, 
Bd. III, 8. 71 ff., wo auch der Fall einer zwei- oder drei- 
fachen Wurzel der obigen kubischen Gleichung behandelt ist 

Aufgabe 5. Die ebenen Kurven zu bestimmen, deren 
Krümmungsradius eine gegebene Funktion f{x) der Abszisse x 
ist. Integration der Differentialgleichung 

*) Jaoobi, Grelles Journal, Bd. 24, S. 1; Werke, Bd. lY, 

S. 257. 
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d^y 



m 



durch Quadraturen. 

Aufgabe 6. Die ebenen Kurven zu bestimmen^ deren 
Krümmungsradius der Normale proportional ist. Differential- 
gleichung 

allgemeine Lösung 

Kreis für n = — 1 , Kettenlinie für n = +1, Zykloide für 
w = — 2 , Parabel für n = +2 . 

Aufgabe 7. Für welche ebenen Kurven ist der 
Krümmungsradius dem von einem festen Punkte aus ge- 
messenen Bogen proportional? 

Differentialgleichung 



X 



d^y 

dx^ . 



1 + 



(^1+(— Ä)(0)'-<'- 



(«) ^ = X^*(^)y* (♦ = !,. ..,n) 



Aufgabe 8. Die beiden Systeme linearer Differential- 
gleichungen 

dyr,^ 

und 

dB •* 

(ß) d^=-^-^'<^)'* (i=i, ...,») 

heißen zueinander adjungiert 
Man zeige^ daß 

yi ^1 + • • • + yn ^n = Const 

ist; wenn y^ > • • • ; ^n eine beliebige Lösung von (^), e^^y • • • 9 ^n 
eine beliebige Lösung von (ß) bezeichnet, daß jede Lösung 
eines der beiden Systeme {(x) , (ß) ein MultipUkatorensystem 

Hörn, GewGhnUcke DifferenÜalgleichiiiigeii. 19 
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des andern darstellt und daß (oi) den Jacobischen Molti- 
plikator . 

{ß) den Multiplikator -=r^ besitzt. 

Auch die beiden linearen Differentialgleichungen nter 
Ordnung 

und 

, che f^'Hfiy) , <^-'(-P»y) ./ i^»p„ n 

^^ 5^- da^-i ^^-5^^ ... + (-l)P«y = 

heißen zueinander adjungiert. Man zeige^ daß die ihnen 
entsprechenden Systeme linearer Differentialgleichungen erster 
Ordnung im obigen Sinn adjungiert sind. 

Aufgabe 9. Auf einen beweglichen Punkt von der 
Masse 1 wirke eine Kraft, welche nur von der Entfernung 

r = "jfx^ + y^ + ^* des Punktes von dem festen Zentrum 
abhängt. Dann ist eine von r allein abhängige Kräfte- 
funktion U = f{r) vorhanden. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung lauten 

dP "~ dx ' dt^ ■" dy ' dP ~" de ' 
Sie besitzen die Integrale 

(Energiegleichmig) mid 

ysf — s'j/^Giy eoi — xif ^= C^y xj/ — yccf = G^ 

(Flächengleichungen). Nach § 63 erfordert die Integration 
nur noch Quadraturen; man führe dieselben aus. 

Nach den Flächengleichungen geht die Bewegung in 
der Ebene ^ , ^ , ^ ^ 

vor sich. Man kann diese Ebene zur ^y-Ebene machen 
und in derselben Polarkoordinaten einfuhren, indem man 

x = rQOS(pj y^rsmq) 
setzt. 



XI. Abschnitt. 



Differentialgleichungen mit Parametern. 

Periodische Lösungen. 



§ 66. Beweis der Existenz der Lösungen eines 
reellen Differentialsystems yermittels sakzessirer 

Annäherungen. 

In § 4 wurde die Existenz der Lösungen eines Systems 
von Differentialgleichungen vermittels sukzessiver An- 
näherungen bewiesen. Es wurde der Einfachheit halber ein 
System mit der unabhäugigen Veränderlichen x und mit zwei 
abhängigen Veränderlichen y, ^ betrachtet: 



(1) 



dg 
dx 



= f2(^yy>^); 



f^ und f^ wurden als analytische Funktionen der komplexen 
Veränderlichen x, y, g vorausgesetzt. 

Das frühere Beweisverfahren wird nur unwesentlich 
geändert^ wenn wir die früheren Voraussetzungen durch die 
folgenden ersetzen: f^ und f^ seien stetige Funktionen der 
reellen Veränderlichen x, y, g in dem Gebiet 

(2) \x-a\^r, [y — 6|^iJ, \0--c\^B; 
für alle Stellen x, y, dieses Gebietes sei 

(3) \f,(x,y,e)\^M (i=l,2). 

19* 
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wo M eine endliche positive Größe darstellt; femer sei eine 
positive Größe Tc so vorbanden^ daß 

(4) \f,{x,yr,if)-^U{x,y,z)\^H\yr^y\ + \sf^B\) 

(♦=1,2) 

isty wenn Xj y, z und Xy yf , /^ zwei beliebige Stellen des 
obigen Gebietes sind. Um y und e als Funktionen von x 
zu bestimmen^ welche den Differentialgleichungen (1) genügen 
und für o; = a die Werte y^=^}>ya^c annehmen, brauchen 
wir den in § 4 eingeschlagenen Weg nur wenig zu ändern*). 
Wir setzen 

(5) yo = & > ^0 = ö ; 

wir bestimmen, untern nacheinander die Zahlen 1 , 2, 3, ... 
verstehend, die Funktionen y^ , z^ von x aus den Differential- 
gleichungen 

(6) 



dx 

dZn 



= /a(^> Vn-lj JE?«-l), 



dx 
indem wir festsetzen, daß für x = a 

sein soll. 

Wir bezeichnen die kleinere der beiden positiven Größen 

B 

mit Q und beschranken die reelle Veränderliche x auf das 
Intervall 

\X — <l\^Q • 

Dann ist für jeden Wert von n 

(7) |y„-6|^B, \Zn-c\^B. 

Hat man nämlich nachgewiesen, daß 

|yy — &|^-B, \Zy — c\'^B (1^= 1, 2, .. ., n — 1) 

*) Vgl. Picard, Trait^ d'Analyse, Bd. H, 2. Aufl. (1905), 
S. 340 ff. In betreff der C au chy-Lipschitz sehen Methode zum 
Nachweis der Lösungen reeller Dif^rentialsysteme sei auf den 
angeführten Band; S. 322 ff.; verwiesen. 
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ist, so ist 

a 

wegen \f^{x, y^-i, ^n-i)| ^ M hat man 

I^M — 6| ^ M\x — a| ^ Jf ß ^ ü . 
Unter Benntzong der Bezeichnung 

(8) Un=9n—yn-l, Vn ^ 0n — ^n-1 (n = 1 /2 , 3 , . . .) 

ist 

yn = 'b + Uj_ + Ui + ...+Un, 
Xfn =- C + t?! + t73 + ...+Vn. 

Eb ist; solange \x — a\^ q bleibt, sowohl \Uy\ als auoh \Vy\ 
höchstens gleich 

vi 

Dies gilt nämlich für y = n, wenn es für y= 1, 2, . . ., n — 1 
gilt Unter letzterer Voraussetzung ist 

also 

^n = f\fl(^y Vn-lj ^n-l) — /i(^, yn-2, je?„-2)] öt^ • 

a 

Da die beiden Stellen Xy yn-ty ^n-2 und Xy yn-xy ^n-i dem 
Gebiete 

\x — a\^r^ |y — 6|^iJ, \g — c\^B 

angehören^ so ist 

\flip^9 yn-lf ^H-l) — A(^> yn--2f 0n-2)\ 

= Äj(K-iH-lv»-i|) 

^^•^ (n-1)! ~ (n~l)! 

demnach haben wir 

[x-a\ 

(2Ä;)~-iJf 



Ui 



(n~l)! 





a? — ah-^dla: — a 
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oder 

(9) ^^^i^l^-^M\.-a 



n 
~ 9 



n! 
w. z. b. w. Die Reihe 

(10) y = & + wi + «i, + f«8 + ... 

ist also im\x — a\^Q unbedingt und gleichmäßig konvergent 
und stellt in diesem Intervall eine stetige Funktion von x dar. 
Daß die Funktionen 

y = lim (6 + Wx + ti^ + ...+ w„) = limy« , 



M=oo nssoo 



;sf = Hm (c + Vi + Vg + . . . + v») = lim^ei, 



nsoo n=oo 

den Differentialgleichungen (1) genügen^ ergibt sich wie in § 4. 

Wir haben stetige Funktionen j/, z von x gefunden^ 
welche für ä; = a die Werte y = b, s = c annehmen und 
den Differentialgleichungen (1) genügen. Wir zeigen^ daß 
das System (1) keine weitere Lösung mit der angegebenen 
Eigenschaft besitzt.*) 

Wir nehmen an, Y, Z seien in dem Intervall a^a?^a + t 
(wo 0<T^^ ist) stetige Funktionen von x, welche eben- 
falls die Bedingungen F=6, Z =c für x = a und die 
Differentialgleichungen 

erfüllen. Dann ist 

^^^^^ = h{x, r, Z) - f,{x, y, z) , 

also mit Kücksicht auf (4) 

d(¥-y) 



dx 



Tc{\Y-y\ + \Z-z\), 



Falls die beiden Funktionen |F— y|,|Z— jef| in dem Inter- 
vall a^x^d, wo die positive Größe d höchstens gleich t 

und höchstens vr- ist. nicht identisch verschwinden, so ist 

4ä 



*) Vgl. Jordan, Cours d' Analyse, Bd. III, 2. Aufl.; Picard 
Traitö d' Analyse, Bd. n., 2. Aufl. (1905), S. 330. 
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ein Wert c > vorhanden, welcher von einer dieser beiden 
Funktionen, z. B. von |F— y| wirklich erreicht wird, wäh- 
rend in dem bezeichneten Intervall überall 

ist. Dann ist aber 

d{Y-y) 

also 



dx 



^2ie, 



\Y—y\^2ke{x — a)^2Jc€d^2ks*jj- = ^€y 

was der Definition von e widerspricht Also ist im ganzen 

Intervall a^x ^d Y—y = 0, Z-- =^0 . 

1 1 

Ist ^ > jx > s^ ^Tm d gleich -pr angenommen werden, 

und man zeigt, indem man in der bisherigen Schlußweise 

a durch a + jv^ ersetzt, daß im ganzen Intervall a^x^a + r 

ist, W. Z. D. W. 

Wir können, indem wir zu n abhängigen Veränderlichen 
übergehen, den folgenden Satz aussprechen: 
In dem Differentialsystem 



dy 



dx 



Z^fii^fVxf '''fVn) (i = 1 , p . . , w) 



seien /i,...,/*n stetige Funktionen der auf das 
Gebiet 

beschränkten re<ellen Veränderlichen x^y^^ »''^yn* 
Sind Xy y^y • • • > ^n und ^ , ^ , . . * , y'n beliebige Stellen 
dieses Gebietes, so sei 

|/i(^, /n . . • , yJ.) - fi(^, yx> '^-y yn)\ 

^*(|yi-yil + --. + |yi-y«|)- 

Ist Q die kleinere der beiden Größen 
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80 liefert die Methode der enkzessiven Annaherangen 
eine und nur eine Lösung 

tfi « q)i{x) (i «- 1 , . . . , w) 

des Systemsj wo 9>K^) eine in dem Intervall \x — a\^ q 
stetige Funktion darstellt, welche für x^ a den 
Wert hi annimmt. 

Tritt an Stelle des Intervalles \x — a\^r oder 
a — r^x^a + r der reellen Yeranderlicnen x das Intervall 
a^x^a + Tj so ist die Lösung yi^q>i{x) im Intervall 
a^x^a + Q dargestellt 

Im Falle eines Systems linearer Differential- 
gleichungen 

^=-A^{x)y + B^{x)0 + C^{x), 

(11) { Y 

dessen Koeffizienten 

Mx), Bi{x)y Ci{x) (i-1,2) 

in dem Intervall ja; — a| ^ r der reellen Veränderlichen x 
stetig sind; gelten ahnlicne Schlüsse wie am Ende von § 4. 
Die Differentialgleichungen werden durch Funktionen y, z 
befriedigt; welche für x = a die beliebig vorgeschriebenen 
Werte y = b, js = c annehmen und im ganzen Intervall 
\x — a\^r stetig sind. 

Wir betrachten jetzt ein System linearer Differential- 
gleichnngen 

-J:^ Ä^(x, fA)y + B^{x, fA)is + C^{x, ju) , ^^ 

(12) {2 
•^ = A^{x, ßi)y + B^{x, ßi)0 + C^{xy ßi) , 

dessen Koeffizienten 

Äi{x, fi) , Bi{x, ju) y Ci{x, fi) (i = 1 , 2) 

im Intervall \x-—a\^r stetige Funktionen der reellen Ver- 
änderlichen X und ganze rationale Funktionen eines 
komplexen Parameters (x sind. Wir zeigen^ daB die 
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diesem System genügenden Funktionen y y z , welche für x = a 
die beliebig vorgeschriebenen Werte y = 6 , z ^ c annehmen, 
sich als ganze transzendente Funktionen des Para- 
meters /i darstellen. 

Ist eine beliebig große positive Größe r gegeben^ so 
laßt sich eine positive Große Tc so angeben, daß für 



\Mx,ßi)\^k, \Bi{x,f£)\^Jc, |a(a?,/i)|^* 

(» = 1,2) 
ist. Jetzt ist 

X 

yn = /[A(^; /*)yft-i + ^i(^; /*)^»-i + Ci(a;, ^)]dx 

a 

und denmach auch 

w» = y» — y»-i 

eine ganze rationale Funktion von fi. Die Reihe 

y = 6 + Ml + Us, + . . . , 

deren Glieder ganze rationale Funktionen von /i sind, ist 
für \x — a\'^r und für |/i| ^ r unbedingt und gleichmäßig 
konvergent; sie stellt also eine analytische Funktion von fi 
dar, welche sich für|/i{^r regulär verhält; sie ist eine 
ganze transzendente Funktion von /i, da r beliebig groß 
angenommen werden kann. 

Der zuletzt bewiesene Satz überträgt sich auf ein System 
linearer Differentialgleichungen mit n abhängigen Veränder- 
lichen und demnach auch auf eine lineare Differential- 
gleichung nter Ordnung. 

Die Koeffizienten Pi{x,ju) (t = l,...,n) der 
linearen Differentialgleichung 



(13) 






-t- Pn^l(x, /i)|| + Pn{X, fx)y = 



seien stetige Funktionen der reellenYeränderlichena: 
in dem Intervall \x — a\'^r und ganze rationale 
Funktionen des komplexen Parameters /i. Eine 
Lösung y^ welche für x^^ a die von fi unabhängigen 
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Werte y = 6, y' — f, . . ., y<*»"*) = W""**> annimmt^ ist 
eine im Intervall \X'—a\^r stetige Funktion von x 
und eine ganze transzendente Funktion von ^ % 

§ 67. AbUtaigigkeit der Losungen eines Differential- 
systems Ton einem Parameter. Satz von Polncar^. 

Das Differentialsystem 

(A) -^ = fi{t, X^y ...j Xny fl) (i = 1 , . . . , w) 

mit der reellen unabhängigen Veränderlichen ty den ab- 
hängigen Yeränderlichen Xi, . . ,, Xn und dem Parameter /i 
besitze für /i = die Losung 

Xi = q>i{{) (i = 1 , . . . , n) , 

wo fpi(t) eine in dem Intervall O^t^ T stetige Funktion 
darstellt Die Funktionen fi(t, x^, . . .y Xny ji^) seien für 
alle diesem Intervall angehörigen Werte von t in Potenz- 
reihen von 

entwickelbar, welche stetige Funktionen von t zu Koeffizien- 
ten haben. Wir betrachten die durch die Anfangs- 
bedingungen 

Xi = q)i{0) für ^ = (< = 1 , . . . , n) 

definierte Losung des Systems (A) in ihrer Ab- 
hängigkeit von dem Parameter /i. 
Setzt man 

(14) Xi = (pi{{) + gi (♦ = 1 , . . . , n) , 

so geht das System (A) über in 

(15) ■^ = -F;(^, ^1, ...,^n,/*) (i«l, ...,n), 



*) Aus der mathematischen Physik hat sich die Aufgabe ent- 
wickelt, einen in einer reellen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung enthaltenen Parameter so zu bestimmen, dal 
die Lösungen gewisse Grenzbedingungen erfQllen. Vgl. Enzyklo- 
pädie der math. Wiss.^ Bd. 11 A^ 7 a. Von neueren hiermit in Be- 
ziehung stehenden Arbeiten sei erwähnt: Hilbert; Grundzüge 
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleich\mgen; Göt- 
tinger Nachr. (math.-phys. Kl.) 1904, S. 49 u. S. 213. 
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wo Fi{t, JEfi , . . . , ^w , /*) für ^t^T in eine Potenzreihe 
von iSi, . . .9 en9 ji^ entwickelbar ist, deren Koeffizienten 
stetige Funktionen von t sind. Da das transformierte 
System für /* = die Losung jsii = , . . . , jer„ = besitzt; 
so enthalt die Potenzreihe Fi von Zi, , . ., g^, /jl kein von 
diesen n + 1 Argumenten freies Glied. Wir suchen die 
durch die Anfangsbedingungen 

jgf^ == , . . . , jBf» = für 1^ = 

bestimmte Losung des Systems (15) nach Potenzen des Para- 
meters fA zu entwickeln: 

(16) i^.=5i"M^^ (i = l,...,n), 

wo jsfj'^ eine im Intervall O^t^T stetige Funktion von t 
sein soll, welche für ^ = verschwindet. 
Wir setzen 

(17) Fi{ty Zij...y Zn, fJi) =- ÄiiZx + . . . + ÄinZn + A4JLI + . . . , 

WO Aiiy ...f Ainy Ai stetige Funktionen von i sind und 
die nicht angeschriebenen Glieder von der zweiten oder von 
höherer Dimension in Zi, . . . , Zn, fi sind. Durch Einsetzung 
der Beihen (17) in die DiflFerentialgleichungen (15) und Ver- 
gleichung der Koeffizienten von /i erhalt man die linearen 
Differentialgleichungen 

(18) ^^A,A'' + ''' + An^i' + A (i = l,...,n), 

welche durch Funktionen ^^ , . . ,, /^^ von t befriedigt 
werden, die im Intervall t = O...T stetig sind und für 
^ = verschwinden*). Die Vergleichung der Koeffizienten 
von /jlP ergibt die zur Bestimmung der s^ dienenden linearen 
Differentialgleichungen 

(19) ^ = ^i^iP) + . . . + J,>/) + <P, (» = 1,. ..,»), 

WO ^i von den bereits bekannten Größisn 

äJI) «(1). • äIp-D dP'^) 

»i y • • • y i«n 9 • • • 7 *i * • • • > **n 

abhängt. Daraus ergeben sich die für ^ »» verschwinden- 
den Funktionen 4'^, . . . , jgjf^ , welche im Intervall t = .. .T 
stetig sind*). 

*) Nach den Sätzen über lineare Differentialgleichungen in § 6^ 
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Um die Konvergenz der Beiben (16) zu beweisen^ 
wenden wir den calcol des limites an (vgl. § 3). Die Po- 
tenzreibe Fiip, 0tf . . >fßni f^) sei för J^il ^^> • • »^ |^»| ^ ^9 
l/ij^r läLonveigent und zwar für alle ^- Werte des Inter- 
valles ^ = . . . T. Für alle Wertsysteme Zx^ • • • 9 ^n 9 /^ ^ 
welche der Bedingimg 

genügen^ sei 

|i^.(^^i, ...,^„,/*)|^-af(<), 

wo M{{) eine (von t abhängige) endliche positive Größe ist. 
Wir können aber eine von t unabhängige endliche positive 
Größe M so einführen, daß im Intervall ^ = . . . jT 

Mi{)<M 

ist. Nach dem am Schluß von § 2 bewiesenen Hilfssatze 
erfüllt dann der Koeffizient J^ ^ ^ von zX^ . . . zl,* /**'* in 
der Potenzreihe F4{t, Zi, . . .j Zny fji) die Bedingung 

|>3 < ^ 



^i+...+v„+Vo 



In der Hilfsfunktion 



M 

(20) *=^ -r ;= r-^ T - ^f, 



('-^)-(-?)(>-f) 



welche für |^i | < r , . . . , |if„| < r , |/a| < r die Potenzreihen- 
entwicklung 

V — ^ — ^'...<v" 

(n> •••> VnyVQ-^Oy 1, 2, ...)*) 

gestattet, ist der Koeffizient von z^^..,z^^^ positiv und 
größer als der absolute Betrag des entsprechenden Koeffi- 
zienten ^?,...,v^,ro ^ ^'^^ Potenzreihenentwicklung von 



*j Das Wertsystem Vj = , . . . , v„ = , Vq = i»* auszu- 
sohlieBeii; was durch 2^ angedeutet wird. 
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Fi{;ty jSif . . ., 0n9 1^) ' In der Funktion 



(21) 



!P= 



M 



M 



^i + '-' + *» + A* 



«i + . •• + '»« + /» 



-M= 



r 



i»! + . . . +ir„+ju 



r 



1- 






+ ^n + 



r 



t\ 



M 






^l^...<«i"^» 



(vj, ..., v«, vo = 0, 1, 2, ...) 

ist der Koeffizient von s^^ , . . e!^ ju^^ positiv und nicht kleiner 
als der entsprechende Koeffiizient 

M 

in der Belhenentwickelung der Funktion <^. Wir fahren 
schließlich die bequemere Hilfsfunktion 

+ 0n + 



i^(^l>>-»>^n,/i)=y'(l + ^^"^'" 



') 



(22) 



M 



01 + . .. + Zn + M' L , 0i+... + ßn + A 

0l + ... + ISn + ß^ 



ein. Der Koeffiizient Ayj,...,^^,^^ von jgrj' . . .jerj^*/*"'' in der 
Potenzreihenentwickelung von F setzt sich zusammen aus 
dem positiven Koeffizienten von jbiJ^ . . . je^^^/^"* in der Potenz- 
reihenentwickelung von W und dem positiven Koeffizienten 
von xfj^ . . . ^J^»/*"' in der Potenzreihenentwickelung von 

y ^i + . . . + xr» + /i 
r 
Demnach ist Ayj,...,y^,y<> positiv und größer als der absolute 
Betrag des entsprechenden Koeffizienten -4^^^ , „^ ,,^ in der 
E^ihenentwickelung von 

Fi{t, %, . . ., ^n> /*). 
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Wir fahren nun die Hilfsdifferentialgleiohangen 

(23) ^ « J'CZ, , . . . , Zh , /i) (i = 1 , . . . , n) 

ein und suchen Funktionen 2^^ . . . , Z«, von ty welche diesen 
Differentialgleichungen genügen und für ^ = verschwinden. 
Da die n Funktionen Zy^y . , . , Zn denselben Differential- 
gleichungen und denselben AnfangsbediuguDgen genügen 
müssen^ so stimmen sie überein; 

Jj = Z^ = . . . = Zf^ 

muß der Differentialgleichung 

(") f =^<^ ^"•) — ; .^+/ 

r 

genügen und für ^ = verschwinden. Diese Differential- 
gleichung geht durch die Substitution 

r 
über in 

dS _nM S{l + S) 

dt r 1-8 
mit der Lösung 

oder 



(1 + S)* 
wo die Integrationskonstante ist Daraus ergibt sich, wenn 



gesetzt wird, 






S— l + '-l^ -) 



*) Vor der Quadratwurzel darf das Pluszeichen nicht stehen, 
weil sonst i9 f ür )ti = (d. i. ^ = 0) unendlich würde. 
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als Potenzreihe von A, welche für |4-4.|<1 konvergiert 
Aus der Bedingang 



folgt 



Z=0, 5=^ für <-0 

r 



C = 



r 



{^-W 



Setzt man 

(25) 

so ist für l/il <ß 



\r 



nMT ' 



l + 2c •• 



\c\ 



r 



r 



nMT 



also 



\ \r\) 



1-2 



<i« 



nMT 



4Ce 



<i; 



dann läßt sich S inr t = 0, , .T in eine Potenzreihe von 

nMt 

und, da C als Potenzreihe von /i darstellbar ist, in eine 
Potenzreihe von jn entwickeln. Man hat also auch für 

n 

eine für |//| < q und für t = 0..,T konvergente Reihe 

(26) 



OO 






*) Sind Fl, ,.., Fn für alle positiven Werte von t in Po- 
tenzreihen von Zj,, ,.,, Zn, M' entwickelbar, so kann in den bis- 
herigen Betrachtungen für T ein beliebig großer endlicher Wert 
gesetzt werden. Je größer T angenommen wird, um so kleiner 
wird aber q. 
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Aus der Konvergenz der Reihe (26) for Z^Z^ =,, .^Zn 
schließen wir nun, daß die Reihen (16) for z^ . . ,^ Bn für 
|/i| < Q and für ^ » . . . T konvergent sind. 

Setzt man in den Differentialgieichiingen (23) 

-^' = — (Zj + . . . + Z„ + /i) + . . . 
die Reihen 



c» 



(26 a) Z,^^fx^Zl^' 

ein, so erhalt man durch Vergleichung der Koeffizienten 
von /i die Differentialgleichungen 

(27) ^ = ^(ZP + ... + 2i« + l) (i = l,...,n); 
durch Vergleichung der Koeffizienten von fx^ erhält man 

(28) ^ = ^(Zii')+... + ^»))+^, (t = l,...,n); 

die Funktionen Z^^^ , • . • , Z\^^ , . . . müssen für ^ = ver- 
schwinden. Zl^^ stimmt mit dem oben berechneten Z^^^ über- 
ein und ist für < ^ ^ T positiv. Die in den Differential- 
gleichungen (18) auftretenden Koeffizienten erfüllen für 
< = . . . T die Bedingungen 

\Äii\<—y ..., \A4n\<—, |Ä-|< — . 

Solanete 

m^Zi'' (i = l,...,n) 

ist, hat man also auch 



dm 

dt ^ 



d^ 
dt 



d_Z^ 
^ dt 



Da ffir « = wegen jB?» = Zf^ «= 

d|g<«| dZj-'^ 
dt ^ dt 

wt, 80 ist in einem gewissen Intervall ^ ^ ^ r |4**| ^ ZP ; 
dann ist aber für t = T 

dm dZ^ 
dt ^ dt ' 
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und daraus folgt; daß auch noch in einem über t = x hinaus- 
gehenden Intervall |;efj^^| ^ Z^^^ ist. Folglich ist im ganzen 
Intervall t = O...T 

(29) m^zp. 

Wir nehmen an^ es sei nachgewiesen, daß im Intervall 
« = 0...I 

ist. Dann ist auch _ 

Die Vergleichung der Differentialgleichungen für i^^ und 
Z^^^ ergibt, daß, wenn 

m^ZiP> (t-l,...,n) 

ist, auch 

-dr<-dr (»-1, ..-,«) 

sein muß. Daraus schließt man wie oben im Falle i> » 1 > 
daß im Intervall « = . . . T 

(30) \iff^\'^Zl9^ (i = l, ...,n) 

sein muß. 

Daraus folgt, daß die dem Differentialsystem (A) formal 
genügenden Reihen (16) für Q^t^T und für |/i| < ^ 
konvergent sind. 

Die durch die Anfangsbedingungen 

< = 0, a?,s=9?,(0) (i = l,...,») 

bestimmte Lösung des Systems (A) gestattet also 
eine für |/i|<$ und für ^ = 0...^ konvergente 
Beihenentwickelung 

(31) x,=^fi^aff^ (* = l,...,n), 

wobei af^'^ = (pi{t) und a^^ = ^^ , i^^^ = xij^) , . . . im Inter- 
vall t = 0.,.T stetige Funktionen von t sind. 

Der bewiesene Satz überträgt sich ohne weiteres auf 
den Fall, daß /^(^, x^, . . . , Xny juiif ji^, • • .) eine Potenz- 
reihe mehrerer Parameter A«! , /^ ,.. . isi 

Die Lösung des Systems (A), welche die Anfangs- 
bedingungen 

t=Oy Xi= <Pi{0) + OCi (t = 1 , . . . , ») 

Horni G«wOhiüiche Differentialgleichangen. 20 
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erfüllt^ führt man durch die SubstitatloD 

Xi=^(Ki + yi (i = 1 , . . . , n) 

in die durch die Anfangsbedingungen 

« 

bestimmte Losung des Systems 

über, wo fi Ifir ^ = . . . T in eme Potenzreihe der n Ver- 
änderlichen Vi —- (pi{f), . • • ; yn — 9?n(0 und der n + 1 
Parameter jui, (x^y . . ., (Xn entwickelbar ist. Nach dem be- 
wiesenen Satze läßt sich yt und demnach auch Xt in eine 
Potenzreihe von ßiy oci, . . . , (Kn entwickeln, deren Koeffi- 
zienten im Intervall t=0 . . .T stetige Funktionen von t sind. 

Wir haben also den Satz: 

Das Differentialsystem 

-^ = fi{tf ^ ^ • . • , ^n, /i) (i = 1 , . . . , n) 

habe för // = die in dem Intervall 

der reellen Veränderlichen t stetige Lösung 

^. = 9^»W (i = l, ...,n). 

Die Funktionen /)■ seien für alle ^-Werte dieses 
Intervalls in Potenzreihen von 

entwickelbar, welche stetige Funktionen von t zu 
Koeffizienten haben. Die dem System genügenden 
Funktionen Xi,...yXn von ty welche für ^ = die 
Werte 

annehmen, lassen sich inPotenzreihen von /i^^i^...,^» 
entwickeln, welche für hinreichend kleine absolute 
Beträge dieser n + 1 Größen konvergieren und 
deren Koeffizienten im Intervall t^O.,.T stetige 
Funktionen von t sind*). 



*) Vgl. Poincar^, Les m^thodes nouvelles de la M^canique 
Celeste, Bd. I, S. 58ff.; Picard, Trait^ d'Analyse, Bd. HI,, S. 157—162. 
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§ 68. Periodische Losungen eines Differentialsystems 
mit einem Parameter"^). Erster Fall. 

In dem Differentialsystem 

(B) -^ = fi{t,^> '-'i^n, f^) (i = l,...,») 

mit dem Parameter /i sei fi eine periodische Funktion 
von t mit der Periode T. Wir nehmen an, das System (B) 
besitze für /i = eine periodische Lösung 

X4 = <pi{f) (i = 1 , . . . , ») 

mit der Periode T; es sei also q)i{() eine für alle 
reellen Werte von t stetige Funktion, welche die Be- 
dingung <pi{t + T) ^ <pi{{) erfüllt. Wir setzen weiter voraus, 
daß sich fi für alle reellen Werte von t in eine Potenz- 
reihe von 

entwickeln läßt, deren Koeffizienten stetige Funktionen von t 
(mit der Periode T) sind. Wir fragen, ob das System (B) 
auch für kleine Werte von jll periodische Lösungen 
mit der Periode T besitzt. 

Die Funktionen x^, welche dem System (B) genügen 
und für < = die Werte 

^•' = 9^«(0) + oci (i = 1 , . . . , ») 

annehmen, lassen sich nach § 67 in Potenzreihen von 

Ä^ , • • • ^ öt» 1 /* 

entwickeln, welche konvergieren, wenn die absoluten Betrage 
dieser n+ 1 Größen hinreichend klein sind, und welche im 
Intervall t^O,.,T stetige Funktionen von t zu Koeffi- 
zienten haben. Wir schreiben 

(32) Xi = gi{t, Äi , . . . , Ä«, /i) (i = 1 , . . . , n) 

oder bisweilen auch kürzer Xi = Qiif) und beachten, daß 

*) Die in diesem und dem folgenden Paragraphen dargestellte 
Methode zur Aufsuchung periodischer Lösungen ist von Poincar^ 
entwickelt und auf das Problem der drei Körper angewandt 
worden. Vgl. Poincar^, M^thodes nouvelles de la M^anique 
Celeste, Bd.I, Kap. 8; Picard, Traitö d' Analyse, Bd. HI, ö. 165fF.; 
Oharlier, Mechanik des Himmels, Bd. n, 9. Abschn. 

20* 



,„„. |ilV(0, «1, ..., «»,/*) = 

^ ' \9i{t,0,...,0,0) = 



308 XI. Abschnitt. Differentialgleiohungen mit Parametern. 

ist 

Die Losung (32) des Systems (B) besitzt dann und 
nur dann die Periode T, wenn 

(34) y,- = gi{T, Äi, . . . , Ä„, /i) — flfrf(0, Äi , . . . , An, /i) = 

(t = l, ...,») 

ist. Zunächst sind die Bedingungen (34) notwendig für die 
Periodizität. Daß sie auch hinreichend sind, erkennt man^ 
indem man das System (B) durch die Substitution 

in 



df 



= fi{T-\- t% OCif . . . , (Kn, f^ = ti{^'> ^1 J • • • > ^n, f^) 



Überführt. Die Lösung (32) des Systems (B) geht in die- 
jenige Lösung des transformierten Systems über, welche für 
r=0 (d. ifür t^T) die Werte a?.= flf,(T) oder infolge 
der Bedingungen (34) die Werte a?,- = giifS) = 9?i(0) + <Xri an- 
nimmt Da aber die letztere Lösung durch die Anfangs- 
bedingungen beetimint ist und da das transformierte System 
mit dem ursprünglichen übereinstimmt (abgesehen davon, 
daß t durch V ersetzt ist), so nimmt die Lösung (32) für 
den Wert t=^T -\-V denselben Wert an wie für den Wert <', 
d. h. sie besitzt die Periode T. 

Da sich xpi für (Xi = 0, ..., ä» = 0, /i = auf 
q)i{T) — 9?i(0) = reduziert, so läßt sich xpi in eine Potenz- 
reihe von ^1, . . ., ^„, /i entwickeln, welche verschwindet, 
wenn alle diese Argumente verschwinden. Wir schreiben 
die linearen Glieder an: 

(35) Xpi = AiiOii + . . . + Äin(Kn + ÄifX + 

Wenn die Determinante 

-4.11 • • • -^In 



(36) 

von Null verschieden ist, sind die n Periodizitätsbedingungen 
y;^ = , • . . , v^N = voneinander unabhängig und liefern 
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(Kl, ..., (Xn als Potenzreihen von jn, welche konvergieren^ 
wenn |/i| hinreichend klein ist. Nach länsetzung der für die öCi 
gefundenen Werte ist X{ ^=^ gi{t , (x^ , . . ., ^n? /^) eine perio- 
dische Funktion von t mit der Periode T. Die Fui^±ion 
Xf laßt sich ab Potenzreihe von* /z darstellen^ welche für 
kleine Werte von |/il konvergiert und periodische Funk- 
tionen von t mit der reriode T zu Koeffizienten hat. 

Die n Gleichungen yfi = (i = 1 , • • -y n) sind nicht 
unabhängig voneinander, wenn das Differentialsystem (B) 
ein Integral 

(37) F(t, x^y . . ., Xn, ßj) = Const 

besitzt, wo F eine periodische Funktion von t mit der 
Periode T darstellt und auch im übrigen denselben Charakter 
hat wie vorhin die Funktionen /,-. Dann ist nämlich, weil F 
nach Einsetzung einer Lösung des Systems (B) von t un- 
abhängig ist, 

F{0, flfi(O), . . ., flfn(O), /i) = F(T, g,{T), . . ., flf«(r), /i), 
femer ist wegen der Periodizität der Funktion F von t 

F(T, g^iT), . . ., flfn(r), /i) = F{0, g,{T), . . . , g.{T), /i); 
also .hat man 

-^(0, 9AT), . . . , gn{T), ßi) - F{0, g^iO), . . . , jf,(0), /i) = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich nach Potenzen von 

Vi = ft(r)-ft(0), ..., Wn-'9n{T)-gn(0), 

entwickehi und verschwindet , wenn tpi, . • . , tpn gleich- 
zeitig verschwinden. Wir schreiben 

WO die weggelassenen Glieder von höherer als der ersten 
Dimension in bezug auf w^, • • •yWnt ß Bind. Wir nehmen 

8F 
an , c« oder, was dasselbe ist, der Wert von ^ — für ^ = , 

rc^ == ^^ (0) , . . . , a?n — 9^11(0), /i = sei von Null verschieden. 
Dann ist die Gleichung v^» » eine Folge der Gleichungen 
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aus welchen man öCi, ..., (Xn-i als Potenzreihen von oCi 
und /i berechnet, wenn die Determinante 

-4-11 . . . ^i,n-l 

(38) 

nicht verschwindet. 



§ 69. Feriodisehe Losnngen eines Differentialsystems 
mit einem Parameter. Zweiter FalL 

Wir betrachten jetzt das System 

duC' 
(C) — * = /..(a^, ...,Xn,fi) (i = l, ...,n), 

worin fi eine eindeutige analytische Funktion der reellen 
Veränderlichen oci, . . . , Xn und des kleinen reellen Para- 
meters ßi iBt, aber von t nicht abhängt. Wir nehmen an^ 
das System (C) besitze für /i = eine periodische Lo- 
sung mit der Periode T: 

Wir fragen^ ob auch fflr kleine Werte von /i perio- 
dische Lösungen vorhanden sind. Li § 68, wo fi eine 
periodische Funktion von t mit der Periode T war^ mußte 
eine periodische Losung des Dififerentialsystems ebenfalls 
die Periode T besitzen; jetzt, wo fi von t unabhängig ist, 
ist die Periode einer etwaigen periodischen Lösung nicht von 
vornherein bestimmt; wir setzen die Periode gleich T+r, 
wo T eine kleine Größe darstellen soll. 

Die dem System (C) genügenden Funktionen Xiy welche 
für ^«0 die Werte ^^^(O) + (Xi annehmen, lassen sich nach 
§ 67 in Potenzreihen von 

entwickeln^ deren Koeffizienten jetzt analytische Funk- 
tionen von t sind: 

(39) Xi = Qiify «1 , . . . , ÄH, /i) (i = 1 ,...,») , 

wofür wir wie oben gelegentlich auch Xi « y,(Q schreiben. 
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Die Funktionen Xi besitzen dann und nur dann die Periode 
r + T , wenn . 

(40) rpi = gi{T+Xya^y - -- , o^n> M) — gi{0, (X^, .. .,ä„,/a) = 

(i = l,...,n) 

ist. Da gi(i) eine analytische Funktion von t ist, laßt sich 
rpi in eine Potenzreihe der n + 2 kleinen Großen 

entwickeln, welche kein von diesen n + 2 Größen freies 
Glied enthält. Die letztere Behauptung folgt daraus^ daß 
sich für T = Äi = . . . = a» = /A == ipi auf 

flfj(T, 0, . . . , 0, 0)-flf,(0, 0, . . . , 0, 0) = 9^,(T)-9?,(0)-0 

reduziert. 

Ist Xi = Qiif) eine Losung des Systems (C)^ so ist 
Xi = gi{t -\- h) y wo h eine willkürliche Konstante darstellt^ 
eben&lls eine Lösung. Man kann daher den Nullwert der 
unabhängigen Veränderlichen t so wählen^ daß z. B. 

a„==0 
wird^ daß also rpi als Potenzreihe der n -f 1 Argumente 

erscheint. Ist die Determinante der Koeffizienten von 
Tf(Xif.,.,0Cn^i in den Potenzreihenentwickelungen von 
Wif •••9 Vm von Null verschieden, so lassen sich t, (Ki, ..., a».i 
als Potenzreihen von jn darstellen. Es ist also für jeden 
hinreichend kleinen Wert des Parameters // eine periodische 
Lösung Xi des Systems (C) vorhanden^ deren Periode T + t 
eine Potenzreihe von ßi ist, welche sich für /i = auf T 
reduziert. In dieser periodischen Lösung darf t um eine 
Konstante vermehrt werden. 

Die gefundene periodische Funktion Xi läßt sich als 
periodische Funktion von 

27lt 

mit der Periode 2 n darstellen; sie ist in eine Potenzreihe von // 
entwickelbar, deren Koeffizienten sich als analytische perio- 
dische Funktionen von u mit der Periode 27^ in Fourier- 
sche Reihen entwickeln lassen. 
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Wenn das System {€) ein Integral 

(41) F{Xi , . . . , Xn, ju) — Const 

besitzt; hat man ähnlich wie in § 68 

F[gt(T+x),...,gn{T+x),,z]^F[g,{0),...,gn{0),/Ji]=^O. 

Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich in eine Potenz- 
reihe von tpi, . . . y rpny 7 > ^1 9 * • * 9 (Xrn) fi entwickehi; welche 
gleichzeitig mit v^i y . • • ^ V'« verschwindet; wir schreiben die 
Gleichung unter Beschränkung auf die linearen Glieder 

Cl Vi + • • • + ^nWn + . . . = . 

dl 
Wenn c», d. h, der Wert von ^ — für x^ = q>i(fi)y ••., 

ip^ = ^^(0), /i = 0, nicht verschwindet, haben die n — 1 Glei- 
chungen 

V^i = 0, ..., v^H-i^O 

die Gleichung ^^^ = zur Folge. Setzt man wieder a» = 
und ist die Determinante der Koeffizienten von (x^^ . . . ^ o^n-i 
in den Potenzreihenentwickelungen von %p^y •••9 V^n-i von 
Null verschieden; so ergeben sich a^^ . . .; (Xm-i als Potenz- 
reihen der kleinen Größen t und fi . Setzt man insbesondere 
T » ; so hat man für kleine Werte von /i eine periodische 
Losung mit der Periode T. 

§ 70. Angaben. 

Aufgabe 1. Die Lösung x der Differentialgleichung 

d^x 
' — + a: = a^x^ + a^x^ + . . . , 

welche die Anfangsbedingung 

dx 

t=0, X = Cy -37=0 

dt 

erfüllt, laßt sich in eine Potenzreihe der kleinen Größe c 
entwickeln, deren Koeffizienten Funktionen von t sind. 
Man zeige, daß diese Lösung die Periode 

besitzt. Man führe die unabhängige Veränderliche u « — ^ 
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ein und stelle die erwähnte Losung x als Potenzreihe von c 
dar^ deren Koeffizienten periodische Funktionen von u mit 
der Periode 2ji sind. (VgL Hörn, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys., Bd. 47, S. 401—409). 

Die Differentialgleichung stellt die Schwingungen eines 
Punktes von der Masse 1 unter der Einwirkung der Kraft 

— a; + a^x^ + «8^* + • • • 

dar; x ist bei geradliniger Bewegung die Abszisse des 
Punktes. 

Aufgabe 2. Weierstraß (Über eine Gattung reell 
periodischer Funktionen; Werke, Bd. ü, S. 1 — 6) behandelt 
die Differentialgleichung 

(g)*= F{x) = (X - a) (6 - x)F, (X) , 

WO F^{x) eine in dem Intervall a<x <b positive und nicht 
verschwindende, eindeutige, stetige Funktion darstellt. Ge- 
hört der einem Wert von t entsprechende Anfangswert 
von x diesem Intervall an, so ist x eine periodische Funk- 
tion von tf deren Fouriersche Beihenentwickelung auf- 
gestellt wird. 

Nach der von Weierstraß dargestellten Methode kann 
Aui^be 1 gelöst werden, indem die angegebene Differential- 
gleichung unter den dortigen Anfangsbedingungen auf die 
Form gebracht wird: 

(dxV 
—j=c^^x^ + ia,{x^^c^) + ias{x^^c^) + .... 

(Vgl. Hörn, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 49, 8.257—263.) 
Aufgabe 3. In § 68 und § 69 wurden periodische 
Lösungen von Differentialsystemen mit einem Parameter 
aufgesucht. Wir betrachten jetzt ein Differentialsystem ohne 
Parameter 

^ = fi{^ , . . . , ÄJn) (t = 1 , . . . , W) , 

welches unter gewissen Bedingungen periodische Lösungen 
besitzt. (Vgl. Hörn, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 48, 
S. 405—419.) Es sei nämlich 

/•' =■ Äii iCi + • • • + <^in ^H -{- • ' • (i = 1 , . . * , W) 
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eine an der Stelle x^ =0^ . . . , o;« = verschivindende, in 
der Umgebnng dieser Stelle reguläre Funktion von x^, . , ., x». 
Die Gleichung mit der Unbekannten 8 



«11-« 



Ol 



= 



habe ein Paar einfacher rein imaginärer Wurzeln + iX, —iky 
aber daneben keine Wurzel +imX (m ganze Zahl) und 
keine Wurzel 0. Es sei ein Integral 

F{Xi , . . . , Xn) = Const. 

vorhanden^ wo F eine Potenzreihe von x^, . , .y Xn darstellt, 
welche mit quadratischen Gliedern beginnt. Dann existiert 
eine periodische Lösung, deren Penode als Potenzreihe einer 
kleinen Integrationskonstanten c erscheint. 

Dieses Resultat kann man benutzen^ um die periodischen 
Bewegungen eines mechanischen Systems von n Freiheits- 
graden, dessen Verbindungen von der Zeit t nicht abhängen, 
in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage darzustellen 
(a. a. O., S. 419 — 425). Davon ist Angabe 1 ein Spezialfall. 



XU. Abechnitt 



Singularitäten der Differential- 
gleichungen. 



§ 71. Singoläre Stellen eines Systems von 
Differentialgleieliangen. 

Wir schreiben ein System von n — 1 DiflFerential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen n Veränderlichen 
Xi, . . .f Xn ii^ der folgenden Form an: 

,^x ^ d^ 

JL^ [X^ f ^ f • • • 9 Ä?n) -^ (^ } *^i f • • • 1 *^n) 

^ dXn 

-^n(^l } ^ } • • • } *^h) 

WO X^, X^f , . . f Xft als analjüsche Funktionen der Ver- 
änderlichen a^y X2f > > >f Xn vorausgesetzt werden^ welche 
sich in der Umgebung der Stelle 

regulär verhalten. Ist an dieser Stelle eine der Funktionen 
Xi , ^2 , . . . , X„ , z. B. Xi, von Null verschieden^ so ver- 
halten sich die Quotienten 

— wl ~T" — liV^l j ^ 1 • • • > ^n) (t= ^ , ...,»; 

1 \'*'l ; • • • ^ •*'»»j 

an der Stelle (% ^ ... ^ an) regulär^ und das Differentialsjstem 

dxi 



dxi 



= fii^x i ^f -"f ^n) (i = 2 , . . . , n) 
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besitzt nach § 3 eine Lösung 

WO <pi{xi) (i = 2 , .-.,») eine in der Umgebung von x^^ a^ 
reguläre Funktion von o^ darst^Ut^ welche für x^ = 0^ den 
Wert tti annimmt. 

Verschwindet X^ für a?i = % , . . . , a;» = a» , ist aber 
z. B. Xn an dieser Stelle von Null versdbieden^ so führt 
man Xn als unabhängige Veränderliche ein. Zu einer weiteren 
Bemerkung ist nur dann Anlaßt wenn ausdrücklich verlangt 
wird; ^ ; . . . 9 o;« ab Funktionen von x^ darzustellen. Jetzt 
sind die Quotienten 

y^-Fz zrr = M^i> • • • j ^h) (t = 1 , . . . , n — 1) 

an der Stelle (% ^ . • . ^ an) regulär^ und es ist 

Das Differentialsystem 

■J^ = fii^l f '"f ^n-ly i»n) (i = 1 ,...,»— 1) 

besitzt nach § 3 eine Lösung 

Xi — ai = AiiiXn — an) + Äii{Xn — an)^ + . . . 

(i==l, ...,n-l), 



worm 



^"-(ti =» 



ist Ist außerdem Ä^2=0> • • • ^ -^i,a«-i = 0/ist aber Aif^ 
von Null verschieden^ so hat man 

^1 — «1 == ^lA*(^n — ««y* + ^l,V+l(Ä?n — a„y*+l + . . . . 

Durch Ausziehen der /iten Wurzel erhält man 

(X, - a,f=p[r^ {Xn - a.) [l + ^^^{xn- an) +...Y 

= JB^{Xn — a^) + JBgC^» — an)^+ ... , 
und hieraus ergibt sich 

JL JL 

a?H — a„ « OniC^i — ai)f* + Cnii^h — %)'* + • • • 
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als Potenzreihe von (x^ ■— %)^ . Setzt man diesen Ausdruck 
von a^n - «n in die Ausdrücke für a;^ - Og , . . ., a;«-! - Oh-i 
ein, so erhält man 

i- 1. 

Xi — a,. = diixi — ai)^ + Ciiixx — (hY + . . . 

(» = 2,...,n) 

als Potenzreihen von {x^ — <i^^. Wenn man also iCg, ...^a?» 
als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x^ auffaßt, 
so erscheint x^=^ a^ 2i\& algebraische Yerzweigungsstelle.*) 
Es ist aber zu beachten, daß diese Singularität nur durch 
die Wahl der unabhängigen Veränderlichen x^ eingeführt 
wird; denn vorhin erscluenen x^^ . . . , x^^i als reguläre 
Funktionen von Xn> — Wenn sich die obige Oleichung, 
welche x^ — a^ z\a Potenzreihe von x^ — «n darstellt, auf 
x^—a^ = reduziert, so kann x^ nicht als unabhaisgige 
Veränderliche eingeführt werden. 

Im Falle n = 3 können wir ein System reeller Werte 
von x^yX^^x^ als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes im Baume auffassen. Sind 0^,02,03 reell, ebenso 
wie die Koeffizienten der Potenzreihen von a?i — Oj , iCg — o^ , 
x^—a^y in welche sich X^ , Z^ , ^ entwickeln lassen, so 
erscheinen auch q>i{x^y Vai^) ^^ Potenzreihen von Xi — a^ 
mit reellen Koeffizienten, und die Oleichungen 

stellen eine dem Dififerentialsystem 

dxi dx^ dx^ 
X^ X^ Ag 

genügende Kurve (eine Integralkurve) dar, welche durch den 
Punkt Xi = a^j X2'=' 0^9 ^3==^ geht. Auch wenn für 
sämtliche vorkonmienden Größen komplexe Werte zugelassen 
werden, wird ein Wertsystem x^y x^y x^ als „Punkt^^ und 
eine Mannigfaltigkeit von Punkten ^1 , ^ , ^ , welche zwei 
unabhängigen Gleichungen genügt, als „Kurve'^ bezeichnet. 
Es ist lediglich eine bequeme Ausdrucksweise, wenn 
wir auch im Falle eines beliebigen n jedes System reeller 
oder komplexer Werte von x^, x^f . . ., x» als Punkt im 

*) Vgl. für n = 2 Schlesinger, S. S., § 10. 
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Baume von n Dimensionen, eine durch n — 1 unabhängige 
Oleichungen zwischen x^, x^, , . . ^ Xf^ dargestellte Mannig- 
faltigkeit von Wertsjstemen x^, x^, . , ., Xn sls Kurve und 
demgemäß die durch die obigen Oleichungen (1) dargestellte 
Mannigfaltigkeit als Integralkurve des Differentudsystems ( A) 
bezeichnen. 

Wir können nun den Satz aussprechen^ welcher aus 
dem Vorhergehenden mit Rücksicht auf § 3 und § 6 folgt: 

DurcheinenPunkt:rjt = ai9 . . ., x^^a^y in welchem 
nicht sämtliche Funktionen X^, . . ., X^ verschwinden^ 
geht nur eine Integralkurve des Differential- 
systems (A). 

Ein Punkt x^^a^, . . . y x^ = any in welchem die 
n Funktionen X^ , . . . , X„ gleichzeitig verschwinden, wird 
als singulärer Punkt des Systems (A) bezeichnet Wir 
nehmen an, ^ _ n ^ - n 

sei ein solcher singulärer Punkt, in dessen Umgebung sich 
X^ , . . . , X-n in Potenzreihen von x^, . . . y Xn entwickeln 
lassen, welche kein konstantes Glied besitzen und deren 
lineare Glieder wir ausdrücklich anschreiben: 

Xi ^ OiiXi + . . . + am^n + • • • > 

(2) 

Xn = aniXi+ . . . +(lnn^n + • • • • 

Indem wir uns auf den einfachsten Fall beschränken, setzen 
wir voraus, daß die Determinante 

an — X, . . . , ain 

(3) fß)= 

n einfache Elementarteiler 

A "~~ Aj , t • • , A ~~~ An 

besitzt und daß Aj , . . . , A« von Null verschieden sind. 

Das System (A) läßt sich nach § 20 durch eine lineare 
Transformation 

t/i = hnXi + . . . + hmXn y 



yn = Ä»i ^1 + • • • + Äw» Xi 
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mit konstanten Koeffizienten All 9 • • •» ^h auf die Form bringen: 

^__^_ _ dyn 

wo ^ . 

Yi^liyi+... (» = l,...,n) 

in Potenzreihen von yi , . . . , yn entwickelbar sind, von 
welchen nur die Glieder niedrigsten Grades angeschrieben sind. 
Wir können also der weiteren Betrachtung, indem wir 
die neuen Veränderlichen wieder mit Xiy , . . y Xn bezeichnen^ 
das System (A) zugrunde legen, worin 

(4) Xi = XiXi + . . . {i = 1 , . . . , w) 

Potenzreihen von Xj^, . . . , Xn sind, welche für a^^ = 0, . . . , 
Xn = verschwinden und von denen nur die linearen Glieder 
angeschrieben sind; die Konstanten i^, . . . , Xn sollen von 
Null verschieden sein. Es ist aber nicht notwendig, daß 
alle Größen X^, ... ^ An voneinander verschieden sind. 

Unter Einführung einer Hilfsveranderlichen t geben wir 
dem System (A) die Form 

^^' = X, (i=l,2,...,n) 

und suchen Integralkurven, welche in der Nähe des singularen 
Punktes a^=0, . . . , Xn = verlaufen, dadurch ansdytisch 
darzustellen, daß wir vermittels konvergenter Reihenent- 
wicklungen Xi, . . ., Xn als Funktionen von t ausdrücken*). 

§ 72. Beihenentwieklmig der Losungen eines Differential- 
systems In der Umgebung singulärer Stellen. 

In dem Differentialsystem 

clx • 
(B) i-^^XiXi + q>i{Xi^, ...,Xn) (i=^l,...,n) 



*) Die ersten Untersuchungen über die Singularitäten einer 
Differentialgleichung erster Ordnung rühren von Briot und 
Bouquet her (Journal de l'^cole polytechnique^ cahier 36). 
Weitergehende Untersuchungen teils für Differentialgleichungen 
erster Ordnung, teils für Differentialsysteme, führten zun&chst 
Picard (Comptes rendus, Bd. 87, S. 430 u. S. 743), Poincar^ 
(Joum. de V4c. pol., cah. 45; Th^se, Paris 1879). Vgl. Königs- 
berg er, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, Kap. 5; 
Picard, Traitö d'Analyse, Bd. in, Kap. 1 u. 2. 

Weitere Literaturangaben zum XlT. und XIII. Abschnitt in 
der Enzyklopädie der math. Wiss., Bd. 11 A, S. 206—229. 
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sei q)i eine Potenzreihe von x^y ...^ x^ in welcher 
die Glieder von geringerer als der zweiten Dimension 
fehlen. Die Größen 

mögen positive, die Größen 

^+1^ • • • > 'i» 

negative reelle Teile besitzen. 

Wir nehmen weiter an, daß keine Relation 

(5) Xi-=PiK + '-+Pmim (i = l,...,w) 

besteht, wo jp^^ , . . . , jPm ganze positive Zahlen (einschL 
Null) sind, für welche 

ist. Dann lassen sich, wenn wir m willkürliche 
Konstante(7i, ..., (7^ einführen, a;^, . . ., rrwalsPotenz- 
reihen der m Argumente 

(6) w^ = Ci^S ..., u^ = Cn,fi-^ 

darstellen, welche konvergieren, wenn die absoluten 
Beträge dieser Argumente hinreichend klein sind. 
Um diese Behauptung zu beweisen, geben wir dem 
System (B) die Form 

SX' vX' 

(7) i^ Wi -^ + . . . + Kn^m ^ = i'i^i + <pA^^9 . . . > a^n) 

(i = 1 , . . . , n) , 
wonn 

(*1 + ...+*- ^ 2) 

eine für |iCi | ^ r , . . . , l^nl ^ *" konvergente Potenzreihe 
sein möge. Wir suchen die Differentialgleichungen (7) durch 
Potenzreihen 

(8) a;, = 2" C^ ,,< . . . «Sr (PI + . . . + 1»« ^ 1) 

ZU befriedigen, welche für w^ = . . . = m„ = verschwinden. 
Die Einsetzung der Reihen (8) in die Differential- 
gleichungen (7) ergibt die Rekursionsformeln 

(9) (PiAi + . . . +2>,»A„~ A,)C«>,...,^^= . . . ; 
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jedes Olied der rechten Seite ist ein Produkt aus einer 
Größe ^ ^ und zwei oder mehreren Größen 

P 1 » • • • I P'm ' 

WO %' eine der Zahlen 1 , . . . , n ist^ während jpi , * ^ •yü^m 
ganze positive Zahlen (einschl. Null) sind^ welche die Be- 
dingung erfüllen: 

(I0)i)i^i)i, ...,i4^i^m,i^i + --. +i4<i>i+... +p«. 

Falls der Ausdruck 

(11) i>i ^ + . . . +i>m A« — U 

von Null verschieden ist, laßt sich vermittels der Rekursions- 
formel (9) die Größe C£^ durch Größen Gf^ „, 

(i' = 1 , . . . , n) ausdrücken, deren Indizes pi ; •••>!>«• die 
Bedingung (10) erfüllea Da nach der im obigen Satze 
gemachten Voraussetzung für p^ + . . . +^« ^ 2 der Aus- 
druck (11) nicht verschwinden kann, so lassen sich die 
Größen G^^ ,.,^^^ , für welche 2?i + . . . + p,n ^ 2 ist, durch 

solche Größen G^^ . ^ ^ ^^ ausdrücken, deren Indizes jp^ , . . . , jp« 

die Summe 1 haben. Im Falle jPi + . . . + i>m = 1 ist die 
rechte Seite der Kekursionsformel (9) gleich Null; ist i eine 
der Zahlen 1 , . . . , 9i> , so verschwindet der Ausdruck (11) für 

2?j = 0, ..., i7, = l, ..., i)« = 0, 

während er sonst stets von Null verschieden ist, voraus- 
gesetzt, daß keine zwei der Größen A^ , . . . , Am einander 
gleich sind. Daher nimmt der Koeffizient von u,- in der 
Reihe für Xi (i ~ 1 , . . . , w) einen beliebigen Wert an, 
während alle übrigen Koeffizienten von ti^ , . . . , n^ in den 
Reihen für x^, ...,x^ verschwinden. Nehmen wir den 
willkürlich zu wählenden Koeffizienten von Ui in der Reihen- 
entwicklung von Xi gleich 1 an, so erscheinen x^y ...,x^ 
als vollständig bestimmte Potenzreihen von ti^ , . . . , t«m 9 und 
zwar enthält oc^ das einzige lineare Glied % usw., x^ das 
einzige lineare Glied u^, > während in 0:^+1 ;•••> ^n die linearen 
Glieder fehlen. 

Ist z. B. Ai = Ag , so verschwindet jeder der beiden Aus- 
drücke 

i>i^ + ... +i>mAm — A,' (i=l,2) 

Ho rill Gewöhnliche Differentialgleichungen. 21 
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sowohl für i>i = 1 , 1?« = , 2?8 = , . . . , 2)m = , als auch 
für pi = 0, ^, = 1 , ^8 = 0, ..., jpm = 0; es können also in 
den Reihen für x^ und x^ die Koeffizienten von u^ und 
von 1I2 willkürlich gewählt werden. Es ist insbesondere auch 
zulässig, in der Rei^e für x^ den Koeffizienten von Uj^ gleich 1, 
die Koeffizienten der übrigen linearen Glieder gleich Null^ 
in der Reihe für x^ den Koeffizienten von Ug gleich 1 , die 
Koeffizienten der übrigen linearen Glieder gleich Null an- 
zunehmen. 

Die formal berechneten Potenzreihen (8) stellen^ falls 
sie konvergieren, eine Lösung des Dififerentialsjstems (B) mit 
m willkürlichen Konstanten dar. 

Zum Zweck des Konvergenzbeweises zeigen wir zunächst, 
daß sich eine positive (von Null verschiedene) Größe e so 
angeben läßt, daß 

(12) IjPi^i + • • . +Pfn^ -^>e 

ist für f = 1 , . . . , n und für alle ganzzahligen positiven 
Werte (einschl. Null) von p^, - - - 9 Pmt deren Summe 
JPi + • • • +i'm größer als 1 ist Es sei nämlich 

A, = a, + hi^— 1 (t = 1 , . . . , n) ; 

% > • • • 1 Am liegen zwischen und einer positiven Größe od , 
während a^+i , . . . , a« Null oder negativ sind. Sind Ä und JS 
beliebige reelle Zahlen, so ist 

Man hat demgemäß 



|i>l^ + ... +Pm^ — i'i\^\Pi(h + ••• +Pm(^m — ai\ 

Für diejenigen Wertsysteme Piy - - - , Pm^ für welche 
p^a^ + ... +Pfnam > 2 a> ist, ist 

i?l «1 + • • • + Pmöm — a. > Ö> . 

Für die endliche Anzahl von Wertsystemen pj^y - * • 9 Pmf 
für welche Pi % + ... +j>m«m ^ 2 co ist, nimmt der Aus- 
druck |jPi Ol + . . . + 2)« «w — ««l lauter von Null verschiedene 
Werte an, deren kleinster co' heißen möge. Ist e die kleinere 
der beiden positiven Größen co und o)', so hat man 
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Die aus dem Differentialsystem (7) berechneten Potenz- 
reihen x^j . . . f Xn von t^y . . . , Wm Vergleichen wir mit den 
Potenzreihen 5i , . . . > J« von Ui, . . , , Uf^, welche sich aus 
den Gleichungen 



(13) 



Om+1 = — C?m+1 + <Pm+l(ji , • • • , J«) == , 



^ Gn = -e Jn + <Pnfei , • • • , Jn) = 

berechnen lassen. Hierbei ist 

<p<(?l,..•,?»)=2'l^l^,...,iwl^^•••s^ 

(^1 "T • • • "r "'H ^ 2) 

gesetzt. Da die Funktionaldeterminante 

^\il} • • • ^ S«) 

für % = ...=« ttw = , Ji ==...= j» = den von Null ver- 
schiedenen Wert ( — - fi)*» annimmt^ so werden die Gleichungen (13) 
nach § 8 durch ein System von Potenzreihen 

(14) ?*=2'®^ P^i-'-^r (* = l,...,n) 

befriedigt^ welche für Wi = , . . . , ti« = verschwinden und 
konvergieren^ wenn die absoluten Beträge von ti^ , . . . , Um 
unter einer gewissen Grenze R bleiben. Die Reihe (14) für 
jCi (i = l f . . . , m) enthalt das einzige lineare Glied t«,-; während 
in den Reihen für £m+i> • • -^ £n die linearen Glieder voll- 
standig fehlen. 

Zur Berechnung der Koeffizienten 

dient die Bekorsionsfomel 

(15) _ «®^ p«=..-, 

deren rechte Seite aus der rechten Seite der Rekursions- 
formel (9) dadurch hervorgeht, daß man Ä^ j^ durch 

21* 
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\Ä& .landÖ*? ^ durch ©SO ^ ersetzt Für samt- 

liehe Koeffizienten ©J?, ...,p^ erhalt man positive Werte, und 

aus der Yergleichung der fiekursionsformeln (9) und (15) 
ergibt sich 

Daher sind auch die Reihen (8) für |%| < ü , . . . , Iti^j < 12 
konvergent. 

Wir machen jetzt die etwas allgemeinere Annahme, daß 
die Größen A^,...,/!«, in der komplexen Zahlen- 
ebene auf derselben Seite einer durch den Null- 
punkt gehenden Geraden liegen, während die Größen 
Xm+i , • • • > >U auf der anderen Seite oder auf dieser Geraden 
gelegen sind. 

Setzt man 

Xi = \Xi\ erPiV-^ (i = 1 , . . . , m) , 

so ist ein Winkel q) so vorhanden, daß 

V-2<Vi<V+2 (» = 1 , . • . ; w) 

ist. Durch die Substitution 

gehen die Differentialgleichungen (B) 

dx • 

t -j^ = XiXi+ . . . (i = 1 , . . . , n) 

ät 

dx ' 
f-^ = X'iXi + ... (t = 1 , . . . , n) , 

K = Xie-<py^= |A;| e^i^y^ (i = 1 , . . . , n) 

q>i = (Pi-'(p (i = 1 , . . . , n) , 



Über in 

wo 

und 
also 



~2-<9^< 2^ (i= 1, ..., m) 

ist Hiemach sind die reellen Teile von Ai , . . . , A» positiv. 
Besteht keine Relation (5) 

^i =Ä ^1 + • • • +PmXm (i = 1 , . . . , m) , 
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WO Pi, - ' . jPm positive ganze Zahlen (einschl. Null) mit der 
Summe Pi + > . • +Pm> i sind, so besteht auch keine 
Relation „ ,, , . n, /• -. x 

ii^Pli'l + "'+PmKm (t=l,...,w), 

und es lassen sich Xi, . . :, Xn als Potenzreihen von 

Ui = Cit'^i (* = 1 > . . . , m) 

darstellen. Da fK =fi ist, so erscheinen auch jetzt 
Xi, . . .f Xn als Potenzreihen der m Argumente (6) 

Cif* (* = 1, . . ., w), 

welche konvergieren, wenn die absoluten Betrage dieser 
Argumente hinreichend klein sind. 

§ 73. Eingehendere Beliandlnng gewisser 
SlngularitSten von Differentialgleichungen erster 

Ordnung. 

Der Fall einer einzigen Differentialgleichung zwischen 
zwei Veränderlichen (n = 2) möge etwas eingehender behandelt 
werden. 

In der Differentialgleichung 

dx ^ dy 
^*^ X{x,y) Y{x,y)' 

welche wir durch das System 



(b) 






ersetzen^ seien X, Y analytische Funktionen von x^ y, 
welche an der Stelle a? = , y = verschwinden und sich 
in der Umgebung dieser Stelle regulär verhalten. Wir setzen 

(17) iX=^<HX+y+..., 

Hat die Determinante 

Ol — A, 6i 



(18) m = 



«2 , 63 
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zwei einfache Elementarteiler A — A^ , A •— J2 > ^^ S®^^ 
das System (b) durch eine lineare Substitution 

über in 

(20) { ^^ 

t-^ = X^fj +. . . . 

Dabei kann auch A^ = >l2 sein^ was dann eintritt^ wenn 
cii = b2f€i2=^0,bi = ist; die Einführung neuer Verändere 
liehen ist dann gar nicht erforderlich. Wenn die Deter- 
minante /*(Jl) den zweifachen Elementarteiler {X — Xq)^ 
besitzt^ läßt sich das System (b) durch eine Substitution von 
der Form (19) auf die Gestalt bringen: 



(21) 



t-jr = XqTJ + ! + •••• 



Die Koeffizienten der linearen Substitution (19), welche 
unser System entweder in die Form (20) oder in die Form (21) 
überführt^ können nach § 16 und § 18 berechnet werden. 
Zur direkten Ausführung der Rechnung führen wir die dem 
System (b) entsprechende partielle DüEPerentialgleichung 

durch die Substitution (19) in 

(23) ^^+H^ = 

über, wo 

H = Ä, X + *2 r 

ist 

Damit im Falle einfacher Elementarteiler von f{X) 
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wird^ müssen die Gleichungen 

identisch m Xyy erfüllt sein. Das Verhältnis \\\ ist 
den Gleichungen 

(24) 






das Verhältnis h^ : h^ den Gleichungen 

gemäß zu wählen. Im Falle A^ = Ag sind alle diese Gleichungen 
identisch erfüllt^ so daß die Koeffizienten der linearen Sub- 
stitution (19) willkürlich bleiben. 

Damit im Falle eines zweifachen Elementarteilers der 
Determinante f{X) 

wird; müssen die identischen Gleichungen bestehen: 

\{(hX'\'\y) + \{a^x + \y)^ X^Qi^ x + \y)y 

A2(aia; + 6iy) + *2(a3a; + 62y) = Ao(A2rc + *2y) + (*i^ + *iy)- 
Daraus folgt 



(26) 
und 
(27) 



+ *i(6,-^) = 



|*s(«i 



— ^) i" ^ ^ — ^H y 
+ AJ2 (02' — Aq) = AJjl . 

Aus den Gleichungen (26) ergibt sich 

Äi : *i = Oj : ^ — Ol = Ao — 62 • ^1 • 

Wenn man die erste Gleichung (27) mit —\, die zweite 
mit a^ — Xq multipliziert und addiert^ ergibt sich 

O.Ä2 +0.*2 = -6iÄi+(ai~Ao)*i ; 
setzt man 
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Bo wird die rechte Seite gleich 

d. h. gleich Null w^en 

Es ist also die eine der beiden Gleichungen (27) eine Folge 
der anderen. Man kann die eine der beiden Orößen A, > ^ 
durch die beliebig zu wählende andere ausdrucken^ nachdem 
hl , kl festgelegt sind. 

Sind die Wurzeln li^i^ der Gleichung /(A)=«0 von 
Null verschieden^ ist aber i^ = ^^ oder i^ =» ml^ } wo m 
eine von 1 verschiedene ganze positive Zahl ist^ so 
versagen die Entwickelungen von § 72. Ohne Beeinträch- 
tigung der Allgemeinheit können wir A^ = 1 , itj = m setzen 
und die Differentialgleichungen auf die Form 



(28) 



dx 
t-Tf = x + ax^ + 2bxy + cy^ + • • •> 

t-^ = my + jbix + a'x^ + 2Vxy + c'y« + . . . 



bringen; die Konstante /i kann gleich Null gemacht, aber 
auch von Null verschieden angenommen werden. Durch die 
Substitution 



^=^(^+1^) 



wird das System (28) auf die Form gebracht: 

,äx 

dz 
«^ = (m — l)j9 + ra; + . . . , 



wo 



(2y~a)/i ((/-26)/i« c^» 



l~w ' (1 — w)2 (l-m)8 

ist. Durch wiederholte Anwendung dieser Substitution kann 
die ganze positive Zahl m auf 1 reduziert, also das 
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System (28) auf die Form 

.dx 

^''^ ^ äy 

gebracht werden« Dieselbe Form besitzt auch das System (21); 
da man darin ohne Beschrankung der Allgemeinheit Xq = 1 
annehmen darf. Im Falle /i = läßt sich das System (29) 
nach § 72 behandeln. 

Um das System (29) unter der Voraussetzung zu inte- 
grieren, daß fi von Null verschieden ist, setzen wir 

(30) u = t, v^^-tlogt. 
Dann ist 

(31) <^=t., t^=^v-u, 

und die Differentialgleichnngen (29) gehen aber io 

öar , . .dx , 

^u-^ + {v-u)-^^y + fix + ..,. 
Wir suchen dieselben durch Potenzreihen von u, v 

(33) J''-'^'^ 

y = Q(M, v) ^^^^Bp^uP'Oi 

zu befriedigen. Setzt man diese Reihen in (32) ein und 
vergleicht man die Koeffizienten von u^v^y so erhalt man 
zur Berechnung der Orößen Apq , Bpq die Bekursionsformeln 

(34) / (^ + * "" 1)-^«= (« + l)^-i,«+i + . . . , 

1 (P + « - 1)-Bp« - (« + l)-Bp-l,g+l + i"^, + • . . , 

wo die nicht angeschriebenen Glieder solche Größen Ap'q', 
Bjf^ enthalten, in welchen y + g'<i) + S ist. Für jp + g = 1 
lauten diese Formeln 

= ^1, = 0, 

= J8()i + /i^io, = /i-4oi; 
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sie werden z. B. durch die Werte befriedigt: 

-4io=»l, J<n = 0, 

Alle folgenden Gröfien Apq , Bpq {p + q> 1) sind nun durch 
die Rekursionsformeln (34) bestimmt Wir verstehen unter 
^{u^ v), £l{u, v) die Potenzreihen^ deren Koeffizienten die 
so fixierten Größen Apq, Bpq sind. 

Versteht man unter t«; t; die allgemeinste Losung der 
Differentialgleichungen (31), nämlich 

u=^Ct, v = -Ct logt + et 

mit den willkürlichen Konstanten Cj C\ so bleiben alle 
bisherigen Betrachtungen unverändert bestehen. Die Diffe- 
rentialgleichungen (29) werden also durch die 
Reihen 

(35) ix==Sß{Ct,^Ctlogt + C^t), 

^ ^ \y=^£)L(Ct,-Ctlogt + C'f) 

befriedigt. 

Der Beweis dafür ^ daß die Reihen ^{u, v)y D(ti, v) 
konvergieren, wenn die absoluten Betrage von u und v hin- 
reichend klein sind, möge hier übergangen werden*). 



§ 74. Divergente Reihen, welche Dlfferential- 

gleichnngen befriedigen. 

In § 73 wurde die Differentialgleichung (a) unter der 
Voraussetzung betrachtet, daß die Potenzreihenentwickelungen 
der Funktionen X, T mit in Xy y linearen Gliedern be- 
ginnen. Wenn in einer dieser Funktionen die linearen 
Glieder fehlen, treten ganz andere Verhältnisse auf. 

Nehmen wir z. B. die Differentialgleichung 

(36) ■ x^^^^=G{x,y), 



*) Entsprechende Untersuchungen über Differentialsysteme 
mit mehreren abh&ngigen Veränderlichen findet man u. a. in 
einem Aufsatz des Veit, in Grelles Joiumal, Bd. 116^ 117; sowie bei 
Lindeidf 9 Acta Soc. Fennicae, Bd. 22. 
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worin 

eine für a; = , y = verschwindende, in der Umgebung 
dieser Stelle regolare Funktion und h eine ganze positive 
Zahl bedeutet. 

Ist Ä; » , liegt also die Differentialgleichung 

(37) x^^=^Q{x,y) 

vor und ist a keine ganze positive Zahl, so wird die Diffe- 
rentialgleichung durch eine Potenzreihe 

(38) y = C^x + G^x^ + C^x^ + . . . 

formell befriedigt, deren Koeffizienten aus den Gleichungen 
berechnet werden: 

(1 - a)(7i = Ao ^ 

(2 — o)C2 = -^20 + All ^1 ~f" -^2 ^1 > 



Daß die so berechnete Potenzreihe für hinreichend kleine 
Werte von \x\ konvergiert, erkennt man, indem man die 
Differentialgleichung (37) durch das System 

^dx 

ersetzt und die Sätze der vorangehenden Paragraphen an- 
wendet. Dann lassen sich nämlich x und y als Potenz- 
reihen von Ct darstellen, welche konvergieren, wenn der 
absolute Betrag dieser Größe hinreichend klein ist. Aus 
der ersten Gleichung des Systems ergibt sich aber x=^ Cty 
so daß y als Potenzreihe von x erscheint, welche in einer 
gewissen Umgebung von a? = konvergiert. 

Nehmen wir nun Ä; = 1 , so haben wir die Differential- 
gleichung 

(39) x^%-G{x,y), 

welche, wenn a von Null verschieden ist, ebenfalls durch 
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eine Potenzreihe 

(40) y==yCnX* 



n=. 



formell befriedigt wird; zur sukzessiven Berechnung der 
Koeffizienten C^, Cj , ... hat man die Gleichungen 

= aCi + -^10 , 



Die so berechnete Potenzreihe ist aber im allgemeinen für 
jeden Wert von x (außer x = Q) divergent. 

Um dies zu zeigen^ genügt das Beispiel der Differen- 
tialgleichung 

welche durch die Reihe 

y=^(n~l)!a:" 

N = l 

befriedigt wird, die nur für a; = konvergiert. 

Die der Differentialgleichung (39) formell genügende 
Potenzreihe (40) gibt trotz ihrer Divergenz Aufschluß 
über das Verhalten der Lösungen y der Differen- 
tialgleichung bei der Annäherung der Veränder- 
lichen X an die singulare Stelle 07 = 0. Wir geben 
einige hierher gehörige Sätze ohne Beweis an**^. 

Wir nehmen an, die Veränderliche x gene als reelle 
positive Größe zur Grenze Null (was wir durch lima; = +0 
bezeichnen). Je nachdem der reelle Teil von a positiv öder 
negativ ist, gibt es unendlich viele Integrale y oder nur 
ein einziges Litegral y der Differentialgleichung (39), welches 
für limic = +0 den Grenzwert Nidl besitzt. Ln Falle 
9i(a)>0 sind zwei positive Größen Xq und i/o so vorhan- 
den, daß jedes Integral y, dessen absoluter Betrag für 
x = Xq kleiner als i/o ist, für lima; = +0 verschwindet. 

Ist y ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (39), 
welches für lima; = +0 verschwindet, und setzt man, 
unter n irgend eine der Zahlen 1,2,3,... verstehend, 

y = C^X-^- CgO?« + • . • + GnX'' + ZnX"" , 

*) Vgl. Hörn, Grelles Journal, Bd. 118 und 119. 
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so ist 

lim^M = für hmx = +0 . 

Dafür sagt man nach Poincar^: das fragliche Integral y 
der Differentialgleichung wird durch die divergente 
Beihe 

asymptotisch dargestellt'*'). 

Mit der asymptotischen Darstellung hängt auch der 
folgende Satz zusammen: 

Für jedes Integral y der Differentialgleichung (39)^ 
welches für lima? = +0 verschwindet, ist 

limg = n!C„ (w==l,2,3,...) 
für limo? = +0. 



§ 75. Singulare Punkte der reellen Integralknryen 
einer Differentialgleiclinng erster Ordnung.'*''^) 

Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung 
i \ dx ^ dy 

unter der Voraussetzung, daß (17) 

X = a^x + \y + ..., 

Y=^a^x + h^y + ... 

reelle analytische Funktionen der reellen YeränderUchen 
Xyy sind, und untersuchen die in der Nähe des singu- 
lären Punktes a; = 0,y = (den wir kurz nennen) 
verlaufenden reellen Integralkurven. Dabei kann die 

*) Ygl. die asym;^totische Darstellung der Integrale einer 
linearen Differentialgleichung durch die Thom Aschen Normal- 
reihen im YII. Abschnitt. 

**) Ygl. Poincar^y Sur les courbes d^finies par les ^quations 
diffSrentielles, Journal de Math^matiques (Liouville), 1881, 1882, 
1885; Picard, Trait6 d'Analyse, Bd. III, Kap. 9, 10. — Weiter- 
fCQirung dieser Untersuchungen bei Bendixson, Acta mathe- 
matica, Bd. 24. 
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DifferentialgleichnDg (a) unter Einführang der Hilfsverander- 
Hohen t wieder durch das System 



(b) 



1 



dx 
dt 



X(a!,y), 



^g = r(«,y) 



ersetzt werden. Die Wurzehi i^ , i^ der quadratischen 
Gleichung mit reellen Koeffizienten 

(41) m==^'-{(h + h)^ + ((hh'-<hh)-0 

sind entweder reell oder konjugiert komplex. 

Wenn wir A^ ^ A, als voneinander und von Null ver- 
schieden voraussetzen und beachten^ daß die Funktionen X, T, 
also auch die Großen l^ , Jlj mit einem und demselben 
Faktor multipliziert werden können, so haben wir die fol- 
genden vier Fälle zu unterscheiden: 

1) l^f X^ sind reell und von gleichem Vorzeichen, etwa 
Ai>0, k^>0; 

2) ^ , ^2 sind reell und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen, etwa Aj > , Aj < ; 

3) Aj , ^2 sind konjugiert komplex mit von Null ver- 
schiedenem reellen Teil, sJso 

Xi = (X + iß, X^ = (X —iß, 

Yfo (K , ß reell sind und ^ > angenommen werden möge; 

4) Ai , ^2 sind konjugiert rein imagiaär, so daß ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit 

Ai = i, Aj = — i 

angenommen werden kann. 

Nach § 73 wird das System (b) durch die Substitution 

ß^ + Ky 



(42) 

auf die Form 






(43) 
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gebracht; dabei ist 

und 

H =hiX + kiT. 

Im dritten und vierten Falle, wo A^ , A, konjugiert kom- 
plex sind, sind, wenn wir z. B. ^ = A^ = ^ annehmen, k^ 
und k^ konjugiert komplex; reellen Werten von x und y 
entsprechen daher konjugiert komplexe Werte von f und tj , 
sowie auch konjugiert komplexe Werte von S und H . Wir 
setzen daher 

(44) it = S + V. 

und erhalten die Differentialgleichungen 



(45) 



< ^ = X = £■ + H = « X + |8 ^ + . . . , 



reellen Werten von x , y entsprechen reelle Werte von J , ^ , 
und X, ^ lassen sich als reelle Funktionen von jr, t) dar- 
stellen. 

Im ersten und dritten Falle sind die reellen Teile 
von i^ und X^ positiv. Nach § 72 wird also das System (43), 
wenn man 

(46) u=Cj^, v^^C^t^ 

setzt, durch die Beihen 

l Tj = D,(UfV) s= t; +• • • 

befriedigt, welche konvergieren, wenn die absoluten Be- 
trage von u, V hinreichend klein sind. Die Auflösung der 
Gleichungen (47) nach u, v ergibt 

(48) r"!;*"i"'t-' 
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WO ^ und ® in Potenzreihen von f , tj entwickelbar sind, 
welche mit den angeschriebenen linearen Gliedern b^innen 
imd in der Umgebung der Stelle ^ = 0, tj = konvergieren. 
Die Elimination der Hilfsveränderlichen t ergibt, da 

— =^ = (7 

i^' "" et "" 

eine Eonstante ist, das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (a) in der Form 

Im Falle 1), in welchem i^, X^ reell und positiv 
sind, geht durch jeden Punkt lo>^o ^^ ^^^ Nähe 
des singulären Punktes 0(f — 0, tj == 0) eine und nur 
eine Integralkurve, welche durch die Gleichung 

mit dem Werte 

der Konstanten dargestellt wird. Diese Kurve geht aber 
durch den singulären Punkt, welcher in diesem Falle 
Kno enpunkt (Noeud bei Poincar^) genannt wird. 

Im Falle 3), in welchem i^ = (x + iß, ^ == (X — iß 
und a >0 ist, bringen wir die Integralgleichung (49) zu- 
nächst auf reelle Form. Jetzt sind f$ und ® konjugiert 
komplexe Funktionen der reellen Veränderlichen x^y; wir 

setzen g = f + »g, ® = f-»g, 

so daß*) 

"8 

ß , 

reelle analytische Funktionen der reellen Veränderlichen x, y 
sind. Setzt man weiter 

logO=2t®, 



Xj — CL-t 

*) Wir nehmen Ä^ = 1 , h^ = an (falls a^=f=0 ist). 
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so lautet die Integralgleichung 

(a-.f^)log(f + i8)-(« + i^)log(f-ig) = 2i© 

oder, wenn man an Stelle von f^ g, die man als recht- 
winklige Koordinaten der Ebene auffassen kann^ vermittels 
der Gleichungen r . . ^11^* 

Polarkoordinaten B, (P einführt: 

{(X - iß)(logB + i0) - (a + </8)(logJB - i(P) = 2i(l . 
Diese Gleichung nimmt die Form an: 

a(P — )81ogiJ = (§; 
oder, wenn 

als Integrationskonstante eingeführt wird: 

B = ep 

Dies ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale mit 
dem asymptotischen Punkt B = 0, welchem nach Rückkehr 
zu den ursprünglichen Veränderlichen x, y der singulare 
Punkt x = Ojy = Q entspricht. Es nähern sich also 
sämtliche in der Nähe des singulären Punktes ver- 
laufenden Integralkurven diesem Punkte asym- 
ptotisch; der singulare Punkt wird Brennpunkt (Foyer 
bei Poincare) genannt« 

Im Falle 2), in welchem i^ positiv^ X^ negativ 
ist^ wird nach § 72 das System (43) durch Potenzreihen von 

befriedigt^ welche in der Umgebung von u = Q konvergieren: 

femer durch Potenzreihen von 

welche in der Umgebung von t; = konvergent sind: 

A'v^ + . . . , 



-u 






(51) 

+ £'«» + ... 

Horn, Gewöhnliche Differentialgleichuiigen« 22 
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Durch Eüiminatioii von u aas (50) erhalt man die Lit^ral- 

der Differentialgleichiiiig (a), welche die Grerade 17 = im 
singnlaren Paukt berfihrt, und durch Elimination von v 
aus (51) die Int^ralkorve 

welche im singularen Punkte die Gerade S = berührt 

Wir weisen nach, daß außer den beiden gefundenen 
Integralkurven keine weitere Integralkurve vor- 
handen ist, welche durch den singularen Punkt 
geht oder sich demselben unbegrenzt nähert 

Zur Verein&chung der Differentialgleichung (a) wenden 
wir die Substitution 

S = f — Ä'^^ — . . . , 

an, so daß ^ = und £ = Integralkurven werden. Die 
Differentialgleichung wird dadurch 

dg dt) 

wo dl = XiTC+ . . - f ^ = ift) + . . . Potenzreihen von j , tf 
darstellen. Die Einsetzung der beiden bekannten Lösungen 
j = und ^ = ergibt, daß S(0, ^) = und g)(E, 0) = 
sein muß. Wir können also setzen:' 

2) = ^(A, + ©), 

wo % und f8 Potenzreihen von ^, t) ohne konstantes Glied 
bezeichnen. Setzt man 

it + ^ 



k + 



= r-ff + *fe,9), 



wo g = — ^ eine positive Zahl und 5ß(j, ^) eine Potenz- 

reihe ohne konstantes Glied darstellt, so hat man die 
Differentialgleichung 
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Wir nehmen nun an^ es sei außer den beiden Geraden 
j = und ^ = eine Integralkurve t) = /(j) vorhanden, 
welche sich dem singularen Punkt (j = , ^ = 0) unbe- 
grenzt nähert. Die Integralkurve kann keine der beiden 
Koordinatenachsen schneiden, da die Achsen Integralkurven 
sind und durch einen in der Nähe von gelegenen Punkt 
nicht zwei Integralkurven gehen können. Wir nehmen dem- 
gemäß an, daß die Kurve t) = f{:ic) z. B. im ersten Quadranten 
verläuft, daß also nur positive Werte von j und t) in Betracht 
kommen. Unter Anwendung der Bezeichnung 

ist 

dt) _ <?£[-g + </(£)] . 

ist £o , tag ein in der Nahe von gel^ener Punkt der Integral- 
korve, so ergibt die Integration 



i^±^[zJL±ma, 



5 



oder 



/■ 



So 



Da sich die Kurve t) «= /*(?) dem Punkt unbegrenzt nähert, 
so läßt sich eine positive Größe £ < £o ^^ angeben, daß 
für j<fi 

ist Dann ist aber für J < ß < Jo 



!' 



oder 

Unsere Annahme hat also auf einen Widerspruch gefuhrt. 
Ln Falle 3) heißt der singulare Punkt Sattelpunkt 
(Col bei Poincare). 

22* 
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§ 76. Fortsetzung.'*') 

Im Falle 4), in welchem 3ii=i, il» = —i ist, kann 
man die Differentialgleichung (a) durch eine reelle lineare 
Substitution so umformen, dsS 

(52) X = y+..., r=-Ä: + ... 

wird, wo die weggelassenen Glieder von mindestens der 
zweiten Dimension ia x^ y sind. Man hat nur in der im 
Fall 3) angewandten Transformation ^ = 0, )3 « 1 zu setzen 
und statt j:, t) wieder ^, ^ zu schreiben. 
Wenn man vermittels der Gleichungen 

(53) x = Q0OBco, ff = Qsinco 

an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten x, y die Polar- 
koordinaten Qy CO einführt, geht die Differentialgleichung 

dy T{x, y) 



über in 



wo 



dx X{x, y) 

dg ^B 
dco'^ Q ' 

B =XcoQco + Y&mco , 
QU == — Xsino) + TooBco 



oo oo 



ist. Wir setzen 

X^y+2!Xn, T=^x+2^Tn, 

WO Xm, Yn ganze homogene Funktionen nten Grades von 
X, y darstellen. Nach Einführung von Polarkoordinaten 

hat man .-^ \ -rr 

Xn = ö* (pn{co) , r» = ^* V»M f 

wo q?nf y^n lineare Verbindungen von 

cosro), sinro) (v = n, n — 2, n — 4, . . .) 

sind. Weiter ist 

B = Q^B,{co) + Q^B,{co) + ..., 

fl = — 1 + Q Qi{co) + Q^ Q^ico) + ..., 



*) Ygl. Poincarö; Jotu*nal de Math^matiques, 1885, S. 172 ff.; 
Picard, Trait6 d'Analyse, Bd.m, S. 207— 217; Bendixson, 
öfversigffc Stockhohn, Bd. 52, S. 81 (1895). 
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wo 12m und Ai-i lineare Verbindungen von 

' cosr CO y sinr co (r = n4-l;^— 1^^ — 3^*--) 

sind. Daraus folgt 

B 

und zwar ist g^ eine lineare Verbindung von 

cosy o) , sinr co (r = 0,2,4,«..), 

wenn n ungerade, eine lineare Verbindung von 

cosr o) , sinv o) (v = l,3,5,...), 

wenn n gerade ist. 

Wir integrieren die Differentialgleichung 

unter der Annahme, daß für co = ^ = c sein soll. Nach 
§ 67 laßt sich q als Potenzreihe von c darstellen, deren 
Koeffizienten von co abhangen: 

(55) ß = c + c2 Q^{(o) + c^Q^{(o) + ... ; 

diese Reihe ist, wenn cd etwa auf das Gebiet 

(o\ ^ 2n 



beschrankt wird, für hinreichend kleine Werte von \c\ kon- 
vergent. Durch Einsetzung der Reihe (55) in die Differential- 
gleichung (54) und Vergleichung der Koefi^enten von 
CjC'^yC^y... erhält man die Gleichungen 

= 92> 



(56) 



dco 

= 202 0^2 +93 f 



dq^ 



dco 



^Q± = /.? 



^ = (^ + 2e8)5'2 + ^Qi9z+9i, 



•••••• } 

welche so zu integrieren sind, daß Q%f Q^i Q^j • - > für co = 
verschwinden. 

Da g^ als lineare Verbindung von cosco, sincu, cosScu, 
sin 3 CO kein konstantes Glied enthalt, so ist auch ^2 ^^^ 
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trigonometrische Funktion von lo mit der Periode 2 ti. Nun 
ist 2 ^ ^2 + 98 ®^® liaeare Verbindung von cos und sin der 
Yie1£Gichen von m, enthalt aber im allgemeinen auch ein 
konstantes Glied o, ; folglich enthalt q^ ein Glied a^ o> und 
besitzt nur im Falle o, = die Periode 2 n . Ebenso besitzt 
Q^ nur dann die Periode 2^/ wenn das in dem Ausdruck 
f&r Q^ enthaltene Glied a^co verschwindet usw. 

Wenn die Konstanten 0^,0^,... nicht samtlich ver- 
ischwinden, so möge On+i die erste sein, welche einen von 
Null verschiedenen Wert hat Dann ist 

während 

von Null verschieden ist. Bezeichnet man den (positiven) 
Wert von q für o> = 2kn (ä = , ±1 , +2 , . . .) mit c*, 
so dafi Cf^ =c ist, so hat man 

Cj = Cq -f- Ä Cq 4- . . . ; 

da zwischen Ck+i und Cu derselbe Zusammenhang besteht wie 
zwischen e^ und Cq, so ist auch 

vorausgesetzt, daß Ck hinreichend klein ist. 

Ist (X negativ, etwa (X = — y , y > 0, so ist 



Ch+l 



l-yc; + ...<l~ryc!<l, 



Ck 

wenn Cu hinreichend klein ist, also 

Ck+1< Ct. 

Die abnehmenden positiven Größen 

besitzen einen positiven oder verschwindenden Grenzwert C. 
Wäre C>0, so hatte man wegen Ci>C 

• • • m p 

«i 

folglidi 

c*<Co(l-ryC")* 
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und demnach 

limc* = , 

was der Annahme C>0 widerspricht 
Ist ^ > ^ so ist 

negativ; man hat 

und entsprechend 

c_j_i = c_j — a (2j + . . . , 
und die vorhin angewandte Schlußweise ergibt 

limc_*= . 

Wenn die Größen Og ^ ^4^ . . . nicht sämtlich ver- 
schwinden^ so nähern sich die in der Nahe des 
singulären Punktes verlaufenden Integralkurven 
diesem Punkte asymptotisch wie im <Mtten Falle 
(Brennpunkt). 

Sind jedoch die unendlich vielen Bedingungen 

03 = 0; «4=0, ... 

erfüllt; so wird der singulare Punkt von unendlich 
vielen geschlossenen Integralkurven umgeben; der 
Punkt heißt dann Mittelpunkt (Centre bei Poincar^. 
Jetzt sind nämlich Qf 9 Qsy Q19 • • • periodische Funktionen 
von CO mit der Periode 2;7r ; dtäier besitzt auch die Funktion q 
von CO für hinreichend kleine Werte von c die Periode 27r, 
so daß die Gleichung (55) eine den Punkt umgebende 
geschlossene Kurve darstellt. 

Besitzt die Differentialgleichung (ä) im Falle 4)^ 
d. i. jl^ = i, 2^ == — i, ein Integral 

(57) F{x, y) = Const, 

wo F{Xy y) eine in der Umgebung von o? = 0, y = reguläre 
Funktion darstellt^ so ist der Punkt ein Mittelpunkt. Denn 
das Integral F(Xy y) genügt der partiellen Differential- 
gleichung 

X(x,y)||+r(^,y)||: = 0, 
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wobei wie oben 

X a=s y + • . • , Y= — a? + . • . 
vorausgesetzt werden kann. Setzt man 



oo 



WO Fn eine ganze homogene Funktion nten Grades von x , y 
darstellt^ so ist zunächst 

was nur möglich ist, wenn die Koeffizienten a , b der linearen 
Funktion F^ =ax + htf verschwinden. Weiter ist 

dF, dF, - 

was ffir die Koeffizienten der Funktion 

F^ = (xx^ + 2ßxy + yy* 

die Bedingungen ä = y , ß =^0 ergibt^ so daß 

F,=x^ + y^ 

angenonmien werden kann. Die Gleichung 

x^ + y^ + F^{x, y) + ... = Const 

stellt aber, wenn für die Konstante ein kleiner positiver 
Wert r^ gesetzt wird, eine geschlossene Kurve dar, welche 
von dem Ejreise äj* + y* = r^ nur wenig abweicht. 

Die Existenz eines Integrals F = Const ist bisweilen 
von vom herein bekannt, während sonst im allgemeinen 
schwer zu ermitteln ist, ob die unendlich vielen BedLigungen 
«3 = , «4 = , . . . erfüllt sind. 

Daß auch umgekehrt, wenn der singulare Punkt ein 
Mittelpunkt ist (d. h. wenn er von unendlich vielen ge- 
schlossenen Integralkurven umgeben wird), ein Integral 
F{Xy y) = Const. von der angegebenen Form vorhanden ist, 
wird in den oben angeführten Arbeiten gezeigt 

§ 77. Aufgaben. 

Aufgabe 1. Ein Punkt von der Masse 1 mit den 
rechtwinkligen Koordinaten x, y bewege sich in der Ebene 



§77. Aufgaben. 345 

unter der Emwirkong einer Kraft^ deren Komponenten nach 
den Koordinatenachsen durch 

x=— r= — 

dx ' dy 

dargestellt seien; die Kräftefunktion U sei in der Umgebung 
des Anfangspunktes in eine Potenzreihe von x^ y ent- 
wickelbar: 

wo die nicht angeschriebenen Glieder von höherer als der 
zweiten Dimension m Xy y sind. Wir setzen 

a>0, 6>0 

voraus, so daß eine labile Gleichgewichtslage ist. 
Die Differentialgleichungen der Bewegung 

d^x eU . d^y dU ^ , 

lassen sich, indem man 

dx . dy , . 

setzt, auf die in § 71 und § 72 behandelte Form bringen: 

dx ^ daf __ 

T — = — — X « T ~~^ — C* X "T~ • • • • 

dz dx 

Man zeige, daß durch jeden Punkt in der Nähe von eine 
Bahnkurve geht, auf welcher sich der bewegliche Punkt der 
Gleichgewichtslage für ^ = 4-00 asymptotisch nähert; man 
erhält nämlich eine partikuläre Losung der Bewegungs- 
gleichungen, indem man x und y als Potenzreihen von 

darstellt, wo JL, J? willkürliche Konstante sind. 

Aufgabe 2. Eut Pulikt Voü der Masse 1 bewege 
sich auf der ^-Achse; «ec h^be zur Zeit t die Abszisse x 
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und es wirke auf ihn eine Kraft 

dx 

at 
X* nnd e seien positive Größen« 

(Gedampfte Schwingungen; vgl § 23, wo das Glied (xx^ 
fehlt) 

Die Differentialgleichung der Bewegung 

cPx . dx . ^ - 

wird durch das System 

dx __ 

"37 = —x^x — ex^+ (XX* 
at 

ersetzt und dieses durch Reihen integriert^ welche nach Ex- 
ponentialfunktionen fortschreiten. Die Fälle reeller und 
konjugiert komplexer Wurzeln der quadratischen Gleichung 

r* + er + x* = 

sind zu unterscheiden; audi im letzteren Falle ist das 

Resultat in reeller Form darzustellen. Die Int^rations- 

konstanten sind so zu bestimmen^ daß für t^O x^c^ 

dx 

-— = wird (c hinreichend klein). 

dt 

Vgl. Hörn, Zeitschrift für Math, und Physik, Bd. 47, 

S. 410—419. 

Aufgabe 3. In dem Differentialsystem 

^^* = ö,(a:, yi , . . . , y») (f = 1 , . . . , n) 

sei 

Oi = Oiiyx + . . . + Ointln + 6,a: + . . . 

eine Potenzreihe, welche für a? = 0,yi = 0,...,yji = 
verschwindet Die Determinante 

an — A, ..., aiM 

m= 

dnl f • • • 9 ^n — A 
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habe n einfache Elementartefler X — X^, . . . ^ X — Xn^ I^ie 
Größen 1, X^, ... ^ Am sollen auf der einen^ die Größen 
Xm+i, . . . , Xn auf der anderen Seite einer durch den Null- 
punkt der komplexen Zahlenebene gehenden Geraden liegen. 
Es soll keine Relation 

bestehen^ worin p,Px9 • ^ yPm ganze positive Zahlen ein- 
schließlich Null (mit Ausnahme von jp = , jPi + . . . +Pm ^ 1) 
sind. Dann wird das obige Differentialsystem befriedigt, 
wenn man für y^y • • • ^ y» Potenzreihen der m 4- 1 Argumente 

(mit den willkürlichen Konstanten C^y . . . , Cm) setzt; welche 
konvergieren^ wenn die absoluten Beträge dieser m + 1 Argu- 
mente hinreichend klein sind. 

Beweis dieser Abänderung des Satzes von § 72 nach 
Königsberger^ Lehrbuch der Theorie der Differential- 
gleichungen, Kap. 5; Picard, Trait^ d'Analyse, Bd. III, 
S. 21; Hörn, Grelles Journal, Bd. 116, 117. 

Aufgabe 4. Eeihenentwickelung der für x = ver- 
schwindenden Integrale y der Differentialgleichung 

WO 

0{Xy y) = ay -{-bx+ . . . 

eine für x = Oy y = verschwindende Potenzreihe darstellt. 
Unterscheidung der Fälle: 1) a reell negativ; 2) a weder 
reell negativ, noch gleich Null, noch ganze positive Zahl; 
3) a ganze positive Zahl. Vgl. Aufgabe 3 und § 73, sowie 
Picard, Traitö, Bd. III, Kap. 2. 
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SiDgaUre Lösmigen. 



§ 78. Die Diskrimiiianteiigleiehiiiig einer algebraischeil 
Differentialgleichiiiig erster Ordnung. 

Es sei 

(A) 4'^'äf)"^ 

eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der 
unabhängigen Veränderlichen x und der abhängigen Ver- 
änderlichen ify welche nicht nach dem Differential- 
quotienten 

aufgelost ist. Ist I{x,y,y^ eine analytische Funktion 
der drei Argumente^ welche an der Stelle x = a, y = bf 
y^==V verschwindet und sich in der Umgebung dieser 
Stelle regulär verhalti ist aber 

dF(x,y,in 

an dieser Stelle von Null verschieden^ so läßt sich nach 
dem in § 8 bewiesenen Satze über implizite Funktionen y" 
als Potenzreihe von x — a, y — b darstellen, welche an der 
Stelle x = a, y =^b den Wert y^=V annimmt und in der 
Umgebung dieser Stelle konvergiert Die so erhaltene 
Gleichung 
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wird nach dem in § 3 ausgesprochenen Cauchj sehen Existenz- 
theorem durch eine analytische Funktion y — ^(o;) befriedigt^ 
welche für x^a den Wert y = b annimmt und sich in 
der Umgebung der Stelle x = a regulär verhalt. Diese 
Funktion y ^ q>(x) stellt die einzige Lösung der Differential- 
gleichung (A) dar^ welche so beschaffen ist, daß sich y dem 
Werte h und y^ dem Werte V nähert, wenn sich x der 
Stelle a nähert '^). 

Wenn sich somit das Cauchjsche Existenztheorem 
auch auf die nicht nach y^ aufgelöste Differentialgleichung (A) 
anwenden läßt, so sind dodi Lösungen der Differential- 
gleichung (A) denkbar, welche dur(£ den Cauchyschen 
Satz nicht geliefert werden. Es kommt nämlich ausnahms- 
weise vor, daß die Differentialgleichung (A) eine Lösung 

y = (fix) 

besitzt, welche zugleich auch die Gleichung 

dFjx.y,'!/) ^ 

befriedigt Für einen beliebigen Wert x = a sei 

für das Wertsystem rc = a, y = 6, y'= V verschwinden die 

dF 

Funktionen F und -^ gleichzeitig. Es ist daher nicht mög- 
lich, die Lösung y^q>(x), faUs eine solche vorhanden ist, 
auf dem oben angegebenen Wege durch Auflösung der 
Gleichung (A) nach y^ und Anwendung des Cauchyschen 
Satzes zu erhalten. Der Einfachheit halber setzen wir 
^{^9 ifft/)^ ganze rationale Funktion von a?, y, yf 
voraus, so daß (A) eine algebraische Differential- 
gleichung erster Ordnung darstellt**). Wir setzen 

(1) F{x, y,^f) = A»"* + Ay"*-' + . . . + 4.-1»'+ An, 

wo Aq, Äi, . . . ganze rationale Funktionen von x, y sind. 
Die Funktion F sei irreduktibel^ d. h. sie sei nicht in Fak- 

*) In dem in § 6 bezeichneten Sinn. 

**) Vgl. die Sätze über solche Differentialgleichungen in 
Schlesinger, S. S., Kap. YII. 



350 Xm. Abschnitt. SingulAre Lösungen. 

toren zerlegbar, welche ganze rationale Funktionen von 
Xy y, }f sind. 

Durch Elimination von ^ zwischen den Gleichungen 

(2) 2^(a:,y,jO = 0, ^l^ElljU^o 

erhalt man die Diskriminantengleichung 

(3) J(^,y) = 0. 

Die Diskriminante A der ganzen rationalen Funktion F 
von ^ ist eine ganze rationale Funktion von x^y. 
Unter 

y = vip^) 

verstehen wir jetzt eine Losung der Diskriminanten- 
gleichung (3). Die Funktion y^riix) genügt nur aus- 
nahmsweise auch der Differentialgleichung (A). Wenn dieser 
Ausnahmefall eintritt, werden die beiden Gleichungen (2) 

durch die Funktionen y = i]f 1^=-?- befriedigt. Dann gilt 
aber auch die Gleichung ^^ 

dx öy 

welche man erhalt, indem man die erste Gleichung (2) 
differentiiert und auf die zweite Bücksicht nimmt 

Es ist von Interesse, das Verhältnis der Kurve y==rj{x) 
zu den Integralkurven der Differentialgleichung (A) zu 
untersuchen, gleichviel, ob y » i]{x) eine Losung der Diffe- 
rentialgleichung (A) ist oder nicht. Wir schließen uns dabei 
an eine Abhandlung von Hamburger im 112. Bd. von 
Grelles Journal an. 



§ 79. Beziehung der Losnngen der Diskriminanten- 
gleichung zu den Losungen der Differentialgleieliung« 

Sibgulftre Lösungen. 

Die Gleichung 
(5) F{x,y,is) = 

definiert z als n- wertige algebraische Funktion von y, 
welche noch von einem Parameter x abhangt. Setzt man 
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darin y ::^ rj = fj{x), so nehmen zwei oder mehrere der 
n Wurzehi 0^, . . . , ^er^ dieser Gleichung den gemeinsamen 
Wert 0^C = C{^) an. Wenn, wie wir annehmen, für y=^rj{x) 
der Koeffizient A^{Xf y) von jer~ in F{x, y, z) nicht iden- 
tisch verschwindet, so ist ^(x) nicht für alle Werte von x 
unendlich groß*). 

Diejenigen Werte 0^, ..., Zp {p^2) der algebraischen 
Funktion von y , welche für y ^rj den gemeinsamen Wert 
= C annehmen, zerfallen, wie die Theorie der algebraischen 
Funktionen lehrt, in eine oder mehrere Gruppen von unter 
sich zusammenhängenden Zweigen. Eine solche Gruppe 
von oc Zweigen gestattet die Darstellung 

(6) 0-'C=-9o(y-v)^ + 9x(y- V)~ + • • • > 

wo X und (X von Null verschiedene positive ganze Zahlen 
n^d 9o> 9ii • • • Funktionen von x sind; x sei so gewählt, 
daß ^0 lu^cht identisch verschwindet 

Wir beschränken die Veränderliche x auf einen Be- 
reich 58, in welchem sich nicht nur rj{x), sondern auch C(^) 
regulär verhalt; in diesem Bereiche sind auch 9^^ 9i, ... 

regulär. Ersetzt man in (6) durch -^, so erhält man 
für y die Differentialgleichung «^ 

dy "t 1±1 

'^ = ^ + 9oiy-nY + 9i[y-"n)^ +..., 

welche einen Teil des Inhalts der vorgelegten Differential- 
gleichung (A) darstellt. Wir geben ihr die Form 



d(y — ri) dri 



x+l 



• • • • 



Die weitere Betrachtung gestaltet sich verschieden, je 
nachdem f — ;p identisch verschwindet oder nicht. Im 

*) Der Fall ^0 [^ > ^7 (®)] = ist von Hamburger (a. a. 0., 
S. 214) behandelt und führt zu einem ähnlichen Ergebnis wie der 
im folgenden behandelte Fall 1). Vgl. auch Schlesinger, S. S., 
S. 262 n. — Eine Lösung ^ = 00 der Diskriminantengleichung wird 

vermittels der Substitution y^^ — behandelt; ist eine Lösung 

z 

x=i.a vorhanden, so betrachtet man y als unabhängige Ver- 
änderliche. 
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ersten Falle ist y ^rj eine Lösung der Differentialglei- 
chung (A); im zweiten Falle^ der als der allgemeine Fall 
zu betrachten ist, stellt y ^t} keine Lösung dar, es sei 
denn^ daß eine von C verschiedene Wurzel Ci der Gleichung 

F{x, riy fi) = mit -p fibereinstinmit 

1) Wenn -j^ nicht mit C übereinstimmt, verstehen 
ax 

wir unter x = e eine beliebige Stelle des Bereiches 9$ , an 

welcher ^ — -^ einen von Null verschiedenen Wert hat. 

ax 

Durch die Substitution 

y — - ly = w* 

geht die Differentialgleichung (7) über in 

oder 

dx ^ ccu*-^ _^ (xu^~^^{x — e, u) 



z=e 



WO 5ß(rc — - c, w) eine Potenzreihe von x — c, u darstellt und 
5ß(0, 0) = 1 ist. Nach dem Cauchyschen Satze wird diese 
Differentialgleichung durch eine analjrtlsche Funktion x 
von u befnedigt, welche für t* = den Wert rc = c an- 
nimmt und sich in der Umgebui^ von w = regulär ver- 
hält Nun ist für x = c, u = 

dx _ ^*"^^_A ^*^ ^' 



du ' ' du^-^ ^' du' ^ 






also haben wir nach dem Tajlorsohen Satze 

X-C = - ^-^ + /J,«x+1 + /?,„«+« + ... . 

Hieraus folgt durch Ausziehui^ der »tesa Wurzel und üm- 
kehrung , ^^ ^ , 
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und hieraus durch Erhebung in die ()(te Potenz 

Diese Gleichung stellt, geometrisch ausgedrückt^ (x Zweige 
einer Integralkurve der Differentialgleichung (7) dar, welche 
durch den Punkt x = c, y = r]{€) der Diskriminantenkurve 
y == 7j{x) gehen. Diese oc Zweige berühren sich in diesem 
Punkte da für sie alle 



(II =«"' 



ist^ sie berühren aber die Diskriminantenkurve nichts da für 
letztere Kurve der Bichtungskoeffizient der Tangente in 
^ = " gleich . 

\dx/x= c ' 

also von f (c) verschieden ist. In dem gewöhnlichen Falle 
(K = 2 lautet die Gleichung (8)^ wenn man auch 



^=^(^)+(SIj^"-^) 



+... 



nach Potenzen von x — c entwickelt: 

(9) y = rj{c) + Uc)(x - c) + d^{x - c)f + . . . ; 

die durch diese Gleichung dargestellte Integralkurve besitzt 
im Punkte x = c, y = r]{c) der Diskriminantenkurve eine 
Spitze. Da nun c innerhalb gewisser Grenzen beliebig ge- 
wählt werden kann^ also die Rolle einer willkürlichen Inte- 
grationskonstanten spielt^ so stellt die Gleichung (9) eine 
Schar von Integralkurven der Differentialgleichung (A) dar, 
deren Spitzen auf der Diskriminantenkurve liegen. 

Die Kurve y = i]{x) ist, wenn sie keine Lösung 
der Differentialgleichung bildet, im allgemeinen 
der Ort der Spitzen der Integralkurven. 

2) Wenn g mit f übereinstimmt, so daß y = r,{x) 

die Differentialgleichung (A) befriedigt, so schreibt sich die 
Gleichung (7): 

(10) ^^M^=g^(y-r,f + g^(y-riy^+,,,; 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichungen. 23 
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setzt man wieder 

80 wird sie 

oder 

dx oiu^-^ 



Ist rr » c eine beliebige Stelle des Bereiches JB , an welcher 
Qq nicht verschwindet, so kann man schreiben: 

(11) ^^u'-''-^^(x-e,u), 

WO ^{x — Cy u) eine Potenzreihe von x — c^ u und 
?ß(0, 0) = — -p. ^*' ^^^ haben zwei Fälle zu unterscheiden: 

a — X — 1 ^ und a —- x -— 1 < . 

2a) a > X oder a — x — 1 ^ . Hierbei muß, da a 
und X von Null verschiedene ganze positive Zahlen sind, 
a ^ 2 sein. Die Differentialgleichung (11) wird, da für 

dx _ df^-'^-^x _ d''"*x _ ^((x — X — 1)! 

ist, durch die Beihe 

(« - x)g^{c) 

befriedigt Daraus folgt 

1 

und ^_ 

(12) y-, = ( <^~^)-^»(^y "''(x-c)^+^i(a;-c)^+ ... • 
Ln gewöhnlichen Falle ist x = 1, oc = 2, also 

(13) y- r, = {^-^)\x -cY^6^{x-eY + .... 
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Nach (13) ist für a? — c 

dy _^dri 

dx'^ dx^ 

d. h. die durch den Punkt x ^c, y = i]{c) gehende Integral- 
kurve (13) wird in diesem Punkte von der Kurve y = yj{x) 
berührt Faßt man c als willkürliche Integrationskonstante 
auf, so stellt die Gleichung (13) eine Schar von Integral- 
kurven dar, welche alle von der Kurve y = fj{x) berührt 
werden oder, wie man sagt, welche die Kurve y = ri{x) zur 
Enveloppe haben. Dieses Resultat bleibt bestehen, wenn 
a > 2 ist. Die Gleichung (12) stellt das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung mit einer willkürlichen Kon- 
stanten e dar; setzt man für c einen speziellen Wert, so ist 
(12) ein partikuläres Integral. Es ist aber nicht möglich, 
die Losung y = rj durch Spezialisierung von c aus dem all- 
gemeinen Integral herzuleiten. Die Lösung y = rj(x) der 
Differentia^leichung (A) wird im Falle 2a) als singulare 
Lösung bezeichnet. 

Die singulare Integralkurve y = tj{x) wird in 
jedem ihrer Punkte von einer Integralkurve aus 
der Schar (12) berührt. 

Oder anders ausgedrückt: 

Die singulare Lösung stellt die Enveloppe einer 
Schar von Integralkurven dar. 

2b) oc ^x oder oc — x — 1 <0 . 

Die Differentialgleichung (11) schreiben wir jetzt 

(14) ^ = u^%{x-c,u), 

WO X^ X — oc + 1 eine ganze positive Zahl und ^q eine 
Potenzreihe von x — c und u bedeutet. Außer der Lösung 
fi = oder 

y=^v 

besitzt die Differentialgleichung (14) nach § 6 keine weitere 
Lösung, welche iur x = c den Wert u = annimmt Die 
Lösung y^rjix), welche nach dem Cauchyschen Satze 
durch die Bedingung x = c, y = i]{c) eindeutig bestimmt 
ist, ist im Falle 2b) als partikuläre Lösung aufzufassen. 
Es ist nicht ausgeschlossen, daß y = t] nicht nur par- 
tikuläre Lösung, sondern zugleich auch singulare Lösunir 

23* 
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ist; dies tritt nämlich dann ein, wenn die Gleichung 
F{x , »? , fi) = eine von f verschiedene mehrfache Wur- 
zel tx besitzt^ für welche die Bedingung 2 a) erfüllt ist 

Ist P{Xy y) ein irreduktibler Faktor der Diskriminante 
A{x^y) und zeigt eine Wurzel y^ti{x) der Gleichung 
P\xy y) = das Verhalten 1), 2 a) oder 2 b), so zeigt eine 
andere Wurzel y = fj^(x) derselben irreduktiblen Gleichung 
dasselbe Verhalten*). Es genügt also, für jede einzelne 
derartige irreduktible Kurve P(rc,y) = festzustellen, ob 
sie ein Ort von Spitzen der Integralkurven oder eine 
singulare oder eine partikulare Integralkurve ist. 

Ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung (A) 
in der Form 

(15) 0{x,y,C) = O 

gegeben, so bestimmt man die Enveloppe der Integral- 
kurven (15), indem man die Integrationskonstante C zwischen 
der Gleichung (15) und der Gleichung 

dc = ° 

eliminiert. Hiemach könnte es scheinen, als ob im all- 
gemeinen eine Enveloppe der Integralkurven vorhanden wäre, 
während wir doch gesehen haben, daß die Differential- 
gleichung (A) nur ausnahmsweise eine singulare Lösung be- 
sitzt. In Betreff der Aufklärunfi: dieses sdieinbaren Wider- 
Spruchs sei auf die angefOhite Arbeit von Hamburger 
verwiesen. 



§ 80. Algebraisehes Differentialsystem mit zwei 
abhängigen Ter&nderlichen; Beziehung der Losungen 

znr Diskriminantengleiehnng. 

Wir übertragen die bisherigen Betrachtuneen auf ein 
System von zwei algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit der unabhängigen Yer- 
änderlichen x und den beiden abhängigen Veränderlichen 



*) BegrOndimg bei Hamburger, a. a. 0., S. 219—221. 
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(16) 



4''"-^''^''S-">-- 



hierbei sind Fi , F^ ganze lationale Fonktioaen der bei- 
gefügten Argumente, so daß 

als algebraische Funktionen von x^ y^^ y^ dargestellt sind. 
Unter Einführung einer Hilfsveranderlichen j?/ welche einer 
algebraischen Gleichung 

(17) F(x,y^,y,,g)^Q 

genügt, schreiben wir unsere Differentialgleichungen: 

wo 12i, iZg rationale Funktionen von x, y^, y^, z sind. 
Durch Elimination von aus den Gleichungen 

(18) ^(«,y„y.,.) = 0, ^^(Ei^^Ji^fL^o 

erhalt man die Diskriminantengleichung 

(19) ^(^,yi,y2) = o, 

welche die Bedingung dafür lief ert^ daß mehrere Wurzeln ß der 
Gleichung (17) einander gleich w^en. Die Diskriminanten- 
gleichung werde durch 

y«-=«7(^.yi) 

befriedigt. Wir untersuchen die Beziehungen einer Losung 
der Diskriminantengleichung zu den Losungen des Differential- 
sjstems oder, geometrisch ausgedrückt, £e Beziehungen der 
DiBkriminantenfläche y2 =v(p^9 Vi) ^^ ^^^ Integralkurven 
des Differentialsjstems (B)*). 

*) Wir schließen uns an eine Abhandlung von Hamburger 
im 122. Bd. von Grelles Journal an, wo ein System von n 
algebraischen Differentialgleichungen mit n abhängigen Veränder- 
lichen behandelt wird« 
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Ersetzt man in der Gleichung (17) mit der unbekannten z 
die Veränderliche y^ durch fi = ri{Xfy{)y bo nehmen zwei 
oder mehrere Wurzeln z^, z^^ ... dieser Gleichung den 
gemeinsamen Wert C = C (^ > 9i) &n *)> I^iQ betreffenden 
Wurzeln zerfallen in eine oder mehrere Gruppen von zusammen- 
hangenden Zweigen; für eine Gruppe von a Zweigen gut 
eine Darstellung 

n_ K+1 

(20) ^-c-=<7o(y«-^)* + <7i(y2-»?) • +•••, 

wo X und oi von Null verschiedene positive ganze Zahlen 
und Qo, gif • . . Funktionen von x, y^ sind; bei geeigneter 
Wahl von x verschwindet g^ nicht identisch. Wir verstehen 
unter » einen Bereich der VeranderUchen x^y^yin welchem 
sich ri(x, y^) und ^{x, y^) und infolge davon audi ga, Qu ... 
regulär verhalten. 

Durch Einsetzung des Ausdrucks für z werden die 
Difi^erentialgleichungen (B): 

(21) ^• = l?,(ic, y,, y,,C + go(lf2 ~ 1?)« + . . .) 

(i=l,2). 

Wenn man 

%-*? = «** 
setzt, so daß 

dx dx dx dy^ dx 
wird; so gehen die Differentialgleichungen (21) über in 
dyi 



dx 



= Bi(x,y^,fi + u», f + ^^tiK + ...)^ 



du 

- gf - g^ Jil (^ > »1 . ^ + ^'^ , C + ^0 «" + • • • ) 

oder^ wenn man die Bezeichnung 

•) Wäre C für beliebige Werte von x , y^ unendlich; so würde 

man die Substitution sf==— vornehmen. . 

z 
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Qi = Qi{^, Vi) = Bi{x, »1 , 17, C) *) (t == 1 , 2) 



(22) 
benutzt: 



(23) 



dx 



^Vi 



= ^i + aiti + aaM2+..., 



(X.U 



«-1 



du 
dx 



= ß, — a + 61 tt + 62 1|2 + . . . ; 



dabei sind <ii,\t ... Funktionen von Xy y^; es kann rechts 
keine niedrigere Potenz von u vorkommen als 11^ bzw. 11" , 
je nachdem a < x oder a > x ist 

Weiterhin muß unterschieden werden, ob ßg — a identisch 
verschwindet oder nicht, mit anderen Worten, ob die Gleichung 

(24) B,{x,y,,ri,l:)^^ + ^^R,{x,y^,ri,^) 

für alle Werte von x^ y^ erfüllt ist oder nicht 

Wenn die Gleichung (24) erfüllt ist^ ist in einem noch 
zu erläuternden Sinne 

(25) yi^^nip^yyi) 

ein Integral des Differentialsjstems (B). Unter 
Voraussetzung der Gleichung (24) werden die Differential- 
gleichungen (B) befriedigt, wenn man y^ = ri{Xyy{) setzt 
und yi als f\mktion von x aus der Differentialgleidbung 

äyi 



(26) 



dx 



^Qiip^yyi) 



bestimmt Die Differentialgleichung (26) geht nämlich aus 
der ersten Gleichung (B) durch die Substitution y^ =^1] , e = C 
hervor, während die zweite Gleichung (B) durch diese Sub- 
stitution in die Identität 

dfj dfj 

Übergeht. Wenn unter x = c, y^ = c^ eine beliebige Stelle 

*) Der hier ausgeschlossene Fall, daß ^. oder g^ für beliebige 
Werte von x, y^ unendlich wird, ist bei Hamburger (a.a.O., 
S. 330—332) behandelt 
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des Bereiches ^ verstanden wird^ besitzt die Differential- 
gleichung (26) eine und nur eine Losung y^ = <p{x)y welche 
die Bedingung x^ c, ^1=^1 erfüllt. Demnach besitzt das 
System (B) eine einfache Schar von Lösungen*) 

welche die Gleichung (25) identisch befriedigen, oder, 
geometrisch ausgedrückt, dieDiskriminantenflächeyg = 17 (:r, y^) 
enthält eine einfache Schar von Integralkurven. Dafür sagen 
wir: y^=: rj{x, y^) ist ein Litegral des Differentialsystems (B). 

§ 81. Fortsetzung. Unterscheidung yerschiedener 

Fälle. Singulftre Integrale. 

1) Wenn y2 = rj kein Integral ist, also Q2 — o nicht 
identisch verschwindet, sei x = c,yi=Ci eine beliebige 
Stelle des Bereiches S9 , an welcher q^ — o einen von Null 
verschiedenen Wert hat. Die Differentialgleichungen (23) 
schreiben sich unter Einführung der unabhängigen Veränder- 
lichen u 

dx aU^-^ (KU^-^ cn/ X 

— — = ; = - 35(5?— C, Vi— C,,W), 

du Q^^a + \u+... {Q2-o)c,cr 

dyi ^ ^u^-Hgi + gi^+ '") 
du ßg — a + 61t* + . . . 

==(_£!_] ocu--^^^{x-c,y^--c,,u)**y, 

dabei sind ?ß, 5Pi Potenzreihen der drei beigefügten Argumente, 
welche sich {mx = c,y^==Ci,u = auf 1 reduzieren. Die 
durch die Anfangsbedingung 

X = c, y^ = Ci, u = 

bestimmte Lösung wird dargestellt durch 

x — c = r h a w*"*"^ + . . • ^ 

\Q2 —O/cCr 



*) Man kann c als gegeben, c^ als willkürliche Konstante auffassen. 
♦*) Durch Beifügung der Indizes c, c^ wird angedeutet , daß 
a? = c , yi = Ci zu setzen ist. 
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Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt 
Jl JL 1. A 

w = (y« - 1?)* = {q2 - <c. • (^ - er +c{x-cr + ..., 

also ist 



(27) 



i+- 



»2 - ^ =(02 - 0)e.e^ ' {x - c) + e^{X - C) « 



1+- 



yi-<h =(ei)c,c, • (^ - C) + di{X-c) 

+ ^2(0; — c) « + 



1+i 



Die Gleichungen (27) stellen, wenn wir wieder eine 
geometrische Ausdrucksweise benutzen, (x Zweige einer 
Integralkurve des Differentialgleichungssjstems (B) dar, welche 
durch den Punkt P 



der Diskriminantenfläche ^2 = v(^f Vi) g^hen. Die oc Zweige 
berühren sich in diesem Punkt, da für sie alle im Punkt P 

= ■^- + 92-0 



dx 



= Qty 



dx dx 



ist; sie berühren aber die Diskriminantenfläche nicht, denn 
die durch Differentiation der Diskriminantengleichung ent- 
stehende Gleichung 



dy2 ^V ^V #1 



= 



dx dx dy^ dx 
würde durch Einsetzung der angegebenen Werte für 

g, ^ in die Gleichung 



dfj 
dx 



dti 



V 



oder 



Q2 — o = 



übergehen, welche der Voraussetzung nach für x = c, Pi^^c^ 
nicht erfüllt ist. Im gewöhnlichen Falle ()( = 2 ist der 
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Punkt P eine Spitze der Integralkorve (27). Da P inner- 
halb gewisser Grenzen ein beliebiger Punkt der Flache 
^2 = v{^f tfi) ist, so können wir sagen: 

Wenn ^2^^ kein Integral darstellt, ist die Dis- 
kriminantenfläohe tf^ =^ f](x, y^) im allgemeinen der 
Ort der Spitzen der Integralkurven. 

2) Wenn y^^^V ^^^ Integral ist, wenn also q^ — a 
identisch verschwindet, schreiben sich die Differential- 
gleichungen (23) 

-^ = ^j + aitt + «2U» + ..., 

(28) { f 

du 

ati«-i^ = h^u/* + 6^+iUA*+i + . . . , 

wenn &^ die erste der von x, y^ abhangigen Größen \f\y ... 
ist, welche nicht identisch verschwindet. Bei der weiteren 
Untersuchung sind die Fälle fji<^ oc und /x^(x z\x unter- 
scheiden. 

Im Falle 2a) 

muß a^2 sein. Versteht man unter x = c^ y^ = c^ eine 
beliebige Stelle des Bereiches ^, für welche &^ nicht ver- 
schwindet, so schreiben sich die Gleichungen (28) 

dx (xu<^-f*-^ Ätt«-^-^^«/ 

dy^ ^ (xu''-f*-^{Qi + a^u + c^u^ + . . .) 
du h^ + h^+iu^ ... 

= -^^ 5ßi (^ -- c , yi - Ci , w) ; 

hier sind $ß und $ßi Potenzreihen von a; — c , yi — c^ , « , 
welche sich für a? = c, y^ = c^y m=«0 auf 1 reduzieren. 
Die durch die Anfangsbedmgung 

bestimmte Lösung ist 

« - c = -jp-— + a««-''+i + . . . , 






-/' + B««-''+> + .,.; 
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durch Umkehrung der ersten Gleichung erhalt man 

1 

<* = (y»-^)* = ( -h] (a;-c)«-A* + c(Ä;-c)«-^+... 

und durch Einsetzung in die zweite 



(29) 



lyi-ci=(ei)e.«.-(a'- 



«1 

1+ ' 



Vi 



Im gewöhnlichen Falle ist « = 2 , /i = 1 , also 

^1 - Ci = (ei)e,e. •(«-«) + \{X - C)» + . . . , 

Die durch die Gleichungen (29) dargestellte Integral- 
kurve hat im Punkt P 

eine durch die Gleichungen 

bestimmte Tangentenrichtung. Diese Sichtung liegt aber 

in der Fläche ^2 = ^ (^ > ^i) » ^^^^ ^^^ durch 4ie Dififeren- 
liation der Flächeiigleichung erhaltene Gleichung 

da? da? öy^ dx 
wird für a; = c , yi = q durch die angegebenen Werte von 

^, ^ befriedigt. Die durch den Punkt P der Flache 
ax dx 

y^ = v{^9 tfi) gch^i^de Integralkurve (29) berührt in diesem 

Pimkte die Mache; sie berührt insbesondere die in der 

Diskriminantenfläche gelegene Integralkurve (singulare 

Integralkurve), welche durch die Differentialgleichung 
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mit den Anfangsbedingungen x = Cf y^^Ci in Verbindmig 
mit der Gleichung y, = vi^f 9i) definiert ist 

Im Falle 2a) ist y^ = fj ein singuläres Integral; 
die Fl&che ys*"^(^iyi) setzt sich aus einer ein- 
fachen Schar von singulären Integralkurven za- 
sammeui deren jede in einem beliebigen ihrer 
Punkte von einer partikulären Integralkurve ans 
der zweifachen Schar (29) berührt wird. 

Im FaUe 2b) 

geben wir den Differentialgleichungen (28) die Form 



(30) 



l d^ "" «*^^2(^ - c, yi - Ci, u), 



wo A = /i — a + l>0 ist und Jßi , Jß, Potenzreihen der 
beigefügten Ai^umente sind; ^^ nimmt für X'^^c, y^ = Ci, 
u = den Wert {Qi)e^ e^ an. Die durch die Anfangs- 
bedingung 

bestimmte Lösung von (30) ist 

yi - ^ = {Qi)c , e, (a? - C) + . - - , 

u = oder y^ '-= ^? • 

Der Cauchysche Satz liefert uns also eine einfache Schar 
von Integralkurven I welche in der Diskriminantenfläche 
liegen; im Falle 2b) ist y2 = vi^}yi) ^^^ partikuläres 
Integral aufzufassen. 

§ 82. Übertragang auf eine algebraische Differential- 

gleiehang zweiter Ordnang. 

Die Theorie der singulären Lösungen einer alge- 
braischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(C) F(x,y,v',}f") = 0, 



§ 82. Differentialgleichung zweiter Ordnung. 365 

-WO F eine irreduktible ganze rationale Funktion von 

darstellt^ laßt sich aus §§ 80—81 herleiten. 

Setzt man nämlich in dem DifferentiaLsystem (B) 

so hat man das spezielle System 

Setzt man 

so wird , ,. 

so daß y der DifiPerentialgleichung zweiter Ordnung (C) 
genügt. 

Durch Elimination von f/' aus 

(31) 2^(05, y,y',i/'0 = O, ^l^^^llpfl^ ^ Q 

erhält man die Diskriminantengleichung 

(32) A{x,y,^^0. 

Eine Lösung der Differentialgleichung erster Ordnung (32) 
genügt nur ausnahmsweise der Difierentialgleichung zweiter 
Ordnung (C). Wir können aber in allen Fällen die Be- 
ziehungen der Integralkurven der beiden Differentialglei- 
ohungen zueinander untersuchen*). 

Die Diskriminantengleichung (32) werde durch 

befriedigt. Ersetzt man in der a^braischen Gleichung (C) 
mit der Unbekannten y'' \f durch tj =ij(x, y), so nehmen 
zwei oder mehrere Wurzeln y'^ den gemeinsamen Wert 
C = f(a:,y) an**). Für eine Gruppe von a zusammen- 

*) Die im folgenden benutzte Methode wurde von Ham- 
burger im 121. Bd. von Grelles Journal fOr eine algebraische 
Differentialgleichung nter Ordnung entwickelt. 

**) Der hier ausgeschlossene Fall, daß C für beliebige Werte 
von X, y unendKch wird, fdhrt zu einem ähnlichen Ergebnis wie 
im folgenden Fall 1). Vgl. Hamburger, a. a. 0., S. 270—272. 
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hangenden Zweigen der algebraischen Funktion yf' von tf 
gilt eine Darstellung 

(33) »"~C = (7o(!/'-i?)"*' + A(!/-i?)^+..., 

worin k und (x von Null verschiedene positive ganze Zahlen 

und go, gi9 ... Funktionen von x, y sind^ deren erste g^ 

nicht identisch verschwindet 

Jetzt ist 

Bi] dt] 
Qi = V. Ö2 = C, a^j-^ + fj^; 

die Bedingung dafür, daß die Differentialgleichung erster 
Ordnung (32) ein erstes Integral der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (C) darstellt, lautet jetzt 

Direkt ergibt sich diese Bedingung folgendermaßen. Der 
zweite Differentialquotient einer beliebigen der Differential- 
gleichung erster Ordnung y'= ij(x, y) genügenden Funk- 
tion y ist 

^^Tx'^Ty^^Tx^'^Ty^ 

damit die Funktion y der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (C) genügt, muß der für y" gefundene Ausdruck 
mit einer mehrfachen Wurzel f der Gleichung Fix, y > »7^ f) = 
übereinstimmen. 

Unter 8 verstehen wir einen Bereich der Veränder- 
lichen rc, y, in welchem sich t] und f regulär verhalten. 

1) Wenn yf=^if\ kein erstes Integral ist, so sei 
^ = ^0 > y == yo ^^^^ beliebige Stelle des Bereiches S , an 
welcher C von a verschieden ist. Dann gestattet die durch 
die Anfangsbedingung 

x^x^y y = yQ, t/=viXo^yo) 
bestimmte Lösung nach (27) die Entwickelung 

(35) jy~"^o = »?(^o>yo)-(^~^o) + ^i(^~^o)^* + ---. 

y'-V = [^{Xo^yo)-oiXo,yo)Hx---Xo)+e^{x-'Xo)^'^^+.... 
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Durch den beliebigen Punkt PixQ, y^) geht eine und 
nur eine Kurve 6, welche der DiflFerentialgleichung erster 
Ordnung y'^ fj{x, y) genügt; diejenige Integralkurve der 
X>ifferentLaIgleichung zweiter Ordnung (C), welche die 
Kurve ß im Punkt P berührt, hat in P eine Spitze, aber 
keine Berührung zweiter Ordnung mit der Kurve @. 

Jede der Kurven (S ist im allgemeinen Ort der 
Spitzen der sie berührenden Integralkurven der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (C). 

2) Wenn y'—iy ein erstes Integral ist, schreiben 
sich die Differentialgleichungen (23) 

d.y 



dx 



== »y + w* 



9 



^^^^ ^ du dfj 

Die Fälle x < (X und x"^ oc sind gesondert zu behandeln. 
Im Falle 2 a) 

in welchem (x^2 sein muß, haben wir unter Einführung 
der unabhängigen Veränderlichen u die Differentialgleichungen 

dx aw*-"-^ dy , . .aw*-**-^ 
du flfo+--- ' du ^' 9o+"' ' 

aus welchen sich x und y als Potenzreihen von u ergeben: 

{(X -IcfgoiXo y yo) 



^ ^0 — 77 IaTTI r7~\ "r 



Dabei ist die Anfangsbedingung 

x^Xq, y = yo, w = 

vorgeschrieben und unter x = Xq, y = yQ eine beliebige 
Stelle des Bereiches 95 verstanden, an welcher gQ nicht 
verschwindet. Aus der ersten der beiden Gleichungen folgt 



368 XTTI. Abschnitt. Singulare Lösungen, 

durch Erhebung in die ate Potenz erhält man 

et 

und durch Einsetzung in die zweite Gleichung 



«+i 






(37) y — yo = «?(^o I yo) • (^ — ^o) + ii{^ — ^o) «-'•+... . 

Durch den beliebigen Punkt P {Xq , y^) geht eine 
Kurve (S| welche der Differentialgleichung erster Ordnung 

(38) f/=f,{x,y) 

und jetzt auch der Differentialgleichung zweiter Ordnung (C) 
genügt Durch denselben Punkt P geht eine von © ver- 
schiedene Integralkurve (37) der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, welche die Kurve (S in P berührt. In diesem 
Punkte ist für die Kurve @ 

für die Kurve (37) , 

80 daß die beiden Kurven im Punkte P eine Berührung 
zweiter Ordnung haben. Wir bezeichnen die Differential- 
gleichung erster Ordnung (32) oder (38) als singuläres 
erstes Integral und jede partikuläre Integralkurve dieser 
Differentialgleichung erster Ordnung als singulare Inte- 
gralkurve der Differentialgleichung zweiter Ordnung (C). 
Durch jeden Punkt P einer singulären Integral- 
kurve 6 geht eine partikuläre Integralkurve der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mit 
der Kurve 6 in P eine Berührung zweiter Ord- 
nung hat. 

Im Falle 2b) 

also >« — a -t- 1 > lauten die Differentialgleichungen (36) : 
du 1 dt] Oq ^- . ^, 



(39) 



dy 
dx 



= »y + w* 



(40) { "-» -^'^ 
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ist die AnfaBgBbedingoDg 

vorgeschrieben^ so hat man nur die Lösung 

(X Xq) + • . • . 

In diesem Falle ist t/=f] ein partikuläres erstes 
Integral. 

§ 83. Beispiele. 
Beispiel 1*). Die Auflosung der Gleichung 

nach j^ ergibt 

y'-=iyl^±^^^-4:iy)> y'=-iy{^±yx^ + 4.iy). 

Mehrere dieser vier Werte werden gleich^ wenn entweder 

1/ = oder y = tt; ist. Sowohl y = als auch t/ = tt? ist 

16 16 

eine Losung der Differentialgleichung. 

Fär y = iy = wird j?'= C = . Die beiden Auf- 
lösungen 

geben, wenn rc von Null verschieden ist, Entwickelungen von 
der Form 

^=+¥+---' 

da x^ (K = 1 ist; so ist y = eine partikuläre Lösung. 
Die beiden ander^i Auflösungen 

y" == ±iy(^ +y^^W^ 

geben 

*) Ein einfaches Beispiel zur Theorie der singulftren Lösungen 
bildet auch die Clairautsche Differentialgleichung (§ 59). Vgl« 
Sohlesinger, S. S., § 66. 

Hörn, Gewöhnliche IMiferentialgleichnngen. 24 
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da jetzt X 1, oc = 2, also h <a ist, so ist y = gleich* 
zeitig eine singulare Lösung. 

den gemeinsamen Wert f = — ^==— an; da in der Eni- 
Wickelung ^^ ^ 

X = 1 , Ä = 2 , also x<(x ist> so ist y = — eine singulare 
Lösung. 

Die allgemeine Lösung 

geht für C = in die partikuläre Lösung y = über. Die 
durch die allgemeine Losung dargestellte Parabelschar wird 
sowohl von der Geraden y = als auch von der Kurve 

y = — berührt 

Beispiel 2. Das Differentialsystem 






äyt 



dx 
wo z der Gleichung 

■ 

genügt^ hat die Diskriminantengleichung 

ist diese erfüllt, so werden zwei Werte von e gleich 

Wir setzen x^-\'iyi von Null verschieden voraus, so daß 
97 und C regulär sind. 

*) Die kubische Gleichung z^=^pz-\-q hat n&mlich, wenn 

^f )*- (f )^ = Ö oder 5=2]/(|)* ist, die Doppelwurzel ^==— l/f • 
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Es ist 

da die Gleichung 

dl] dt] 

identisch erfüllt ist, so ist y^ '?= tj ein Integral unseres 
Differentialsystems. 

Für diejenigen Werte von , welche für y^ = ij in die 
Doppelwurzel C der obigen kubischen Gleichung übergehen^ 
gilt die Entwickelung 

so daß a » 2 1 ;« = 1 ist. Setzt man 

r 

80 gehen unsere Differentialgleichungen über in 

Wie die Vergleichung mit (28) ergibt, ist /i »- 1 , während 
Ä « 2 war. Wegen /i< a ist y, = »7(0?, y^) ein singuläres 
Integral. 

Die sbgulären Integralkurven genügen außer der Glei- 
chung ys » 9; der Differentialgleichung 



dx 
oder 



d(yx + f) 



dx "ß 

mit dem Integfai. 



1 1/ , «» 

= - ^yy^ + 3 



]^ 



yi + f = -4(^~3c), 



wo c eine willkürlfche Konstante ist Wir haben also die 

24* 
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Bingalaren IntegnlkniTen 

y, - 1? (a?, yi) - -ie{x - c)« • 
Die allgemeine Lösung mifieres STstems ist 

mit den willkürlichen Konstanten C, C\ Man überzeugt 
sich| daß durch einen beliebigen Punkt einer singularen 
Integralkurve eine diese bergende Integralkurve geht^ 
welche man aus der allgemeinen Lösung durch Spezialisierung 
von C und C erhalt 

Beispiel 3. Die Auflösung der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

nach y" ergibt 

^ ~ x^ 

Die Diskriminantengleichung 

ixy' — yy — 4x^=^0 



wird durch 



y' = |- + 2-iy(a?,y) 



y 



befriedigt (der zweite Wert y' = — — 2 kann ebenso behau- 

X 

delt werden); dann werden die beiden Werte von y" gleich 



Wegen 



dx'^^ dy 



ist y' » 17 ein erstes Integral. Ist x von Null verschieden^ 
so gilt eine Entwickelung von der Form 

»"-f-|-(y-.?)*+...; 
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da (X » 2 , X = 1, also x < a ist, so ist 

y' = - + 2 

ein singuläres erstes Integral. Durch Integration dieser 
Differentialgleichung erster Ordnung erhalt man die singu- 
lären Integralkurven 

y = 2a;loga? + ex 

mit der willkfirlichen Konstanten e. Durch den Punkt 
^ ~ ^0} y^Vo fSß^^ ^^^ ^^ singulare Integralkurve 

Xq Xq 

mit j^=. ?^ + 2 and y"= - . 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist 

y=^Cx^ + G'x - i 

mit den beiden Konstanten CfG\ Bestimmt man diese so^ 
daß für x^Xq y ^y^, y'= — + 2 wird, so erhalt man 
die partikuläre Lösung 

X^ Vti 

2 
aus welcher sich ebenfalls y^'= — für a? = a?o ergibt. Daher 

Xq 

hat die partikuläre Integralkurve , welche die singulare In- 
tegralkurve in dem beliebigen Punkte x = Xqj y = yo berührt, 
mit derselben eine Berührung zweiter Ordnung. 



XIV. Abschnitt 

DifTerentialgleiclmiig zweiter Ordnung 
mit eindentigem allgemeinem Integral 

§ 84. Feste und bewegliehe Slngularitftteii. 

Diejenigen Werte von Xj für welche sich die einer 
Diffeientialgleichüng genügenden Fnnktionen y von x singular 
verhalten^ können von zweierlei Art sein: 1. feste singu- 
lare Stellen, d. h. solche, welche von den Int^ations- 
konstanten unabhängig sind und daher für alle partikularen 
Lösungen dieselben siad, 2. bewegliche singulare Stellen, 
d. h. solche, welche von den Integrationskonstanten abhängen 
und sich daher beim Übergang von einer partikulären Lösung 
zu einer anderen ändem.^^ ^ 

Die singulären Stellen der Lösungen einer linearen 
Differentialgleichung können nur in den singulären Stellen 
der Koeffizienten liegen; sie sind also fest und aus der 
DiflTerentialgleichung ohne weiteres zu erkennen. 

Die Differentialgleichung 

hat die allgemeine Lösung 

1 



x — c 



mit der Inteerationskonstanten c; x = c ist also ein bewege 
lieber Pol. I)ie Differentialgleichung 
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besitzt die allgemeine Lösung 



mit der Integrationskonstanten c; es sind die beweglichen 

Verzweigungspunkte a; = + /c und x = —"fc vorhanden. 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

[^S-(Ä)T+^'(S)'=o 

hat die allgemeine Losung 



mit den beiden Litegrationskonstanten c, &; x^ c ist eine 
bewegliche wesentlich singulare Stelle. Die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

dx^ \dx} y^ + 1 
hat die allgemeine Lösung 

y = tglog(ca; + c') 
mit den beiden Integrationskonstanten c, c'i die bewegliche 

singulare Stelle x= ist zugleich Unbestimmtheitspunkt 

und Verzweigungspunkt. 

Nun besteht aber zwischen den Differentialgleichungen 
erster Ordnung auf der einen Seite und den Differential- 
gleichungen zweiter und höherer Ordnung (oder den Sy- 
stemen von zwei oder mehreren Differentialgleichungen erster 
Ordnung) auf der anderen Seite ein wesentlicher unterschied 
im Hinblick auf die beweglichen singulären Stellen. Um 
diesen Unterschied darzulegen, teilen wir die singulären 
Stellen einer analytischen Funktion von x in zwei Klassen: 
1. algebraische Singularitäten^ worunter wir Pole und 
algebraische Verzweigungspunkte verstehen, d. h. diejenigen 
Singularitäten, welche auch bei einer algebraischen Funktion 
von X vorkommen; 2. nicht algebraische Singulari- 
täten, worunter wir alle übrigen (bei einer algebraischen 
Funktion nicht vorkommenden) Singularitäten verstehen. 
Dabei wird der singulare Punkt a? = a als Pol der Funk- 
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tion f{x) bezeichnet, wenn in seiner XJmgdbang eine Ent- 
wicklung von der Form 

besteht, wo n eine ganze positive Zahl darstellt und ^{x — a) 
eine für ^ » a nicht verschwindende Potenzreihe von x — a. 
Der Punkt ^ = a ist ein algebraischer Verzweigungs- 
punkt im Falle einer Entwicklung 



/(^)-5ß 



[(a:-a)A*J, 



wo $p eine Potenzreihe von (x — a)f* darstellt und /* eine 
ganze positive Zahl größer als 1 ist Zu den algebraischen 
Singularitäten gehört auch die Vereinigung von Pol und 
algebraischem Verzweigungspunkt (algebraischer ünend- 
lichkeitspunkt) mit einer Entwicklung von der Form 

{x — ä)f* 
wo n und /i dieselbe Bedeutung haben wie oben und die 

Potenzreihe 5ß von (x — a)/* tor x = a nicht verschwindet 
Diese Definitionen gelten auch für die singulare Stelle x^oo, 

wenn man darin x — a durch — ersetzt*). 

X 

Nun gilt der wichtige Satz von Painlev^**): 
Die sämtlichen nicht algebraischen Singulari- 
täten einer Differentialgleichung erster Ordnung 



4'''g) 



0, 



*) Sohlesinger, S. S., §§ 58—60. 

**) Sur les lignes singuli^res des fonctions analytiques (Thöse 
Paris 1887; Annales de la Facult^ de Toulouse, 1888); Lebens sur 
la thöorie analyüque des ^quations diff^entielles, S. 23 und 56. — 
Wegen des Beweises des Painlev^schen Satzes kuin auf Sohle- 
singer; S. S., § 12 und §56 verwiesen werden. Vgl. auohPioard, 
Trait4 d'Analjrse, Bd. H, 2. Aufl., S. 367—372, und Porsyth, 
Theory of differential equations, vol. n, S. 211 und 266. 
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worin t eine analytische Funktion von Xy aber eine 

algebraische Funktion von y und -p darstellt, 
sind fest 

Während hiemach die beweglichen Singularitäten einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung stets 
algebraisch sind, können bei einer algebraischen Dif- 
ferentialgleichung zweiter oder höherer Ordnung 
auch bewegliche nicht algebraische Singularitäten 
auftreten, welche von vornherein aus der Differential- 
gleichung gar nicht zu erkennen sind. Wir haben ja oben 
zwei algebraische Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
kennen gelernt, deren Integrale nicht algebraische singulare 
Stellen aufweisen, welche sich mit den Integrationskonstanten 
ändern. 



§ 85. Differentialgleichungen mit festen 
Yerzwelgungspunkten. 

Die Weier Straß sehe elliptische Funktion y=p{x) 
genügt der algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 



(2)'==^«''-^«^-^- 



deren allgemeine Lösung 

mit der Integrationskonstanten c eine eindeutige Funktion 
von X ist, welche die wesentlich singulare Stelle ä? = oo 
besitzt, im Endlichen aber nur Pole hat. Durch die Theorie 
der eUiptischen Funktionen wird die obige Differential- 
gleichung in der vollkommensten Weise integriert 

Es wäre von großem Interesse, alle algebraischen Dif- 
ferentialgleichung^! zunächst erster Ordnung, sodann zweiter 
und höherer Ordnung zu kennen, deren allgemeine Lösung 
eine eindeutige Funktion ist. Die Differentia^leichungen, 
deren allgemeines Integral eindeutig ist, also überhaupt keine 
Verzweigungspunkte hat, sind unter denjenigen Differential- 
gleichungen enthalten, deren allgemeines Integral keine be- 
weglichen Verzweigungspunkte besitzt, sondern nur feste 
Verzweigungspunkte aufweist. Hat^eine algebraische Dil- 
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ferentialgleichung nur feste Yerzweigungspunkte^ so können, 
wenn die Differentialgleichung von der ersten Ordnung ist, 
die beweglichen Singularitäten nur Pole sein; ist jedoch die 
Ordnung gleich 2 oder höher, so können bewegliche nicht 
algebraische Singularitäten auftreten. Die Folge davon ist, 
daß die aufgeworfene Frage für Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung wesentlich größere Schwierigkeiten bietet, 
als für Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Die Frage nach den Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit festen Verzweigungspunkten und deren Integration 
ist von Fuchs und Poincare gelöst worden*). Wir ver- 
weisen auf Schlesinger, S, S., Kap. 2, 7 und 8, wo der 
Gegenstand eingehend behandelt ist, und geben nur das 
Resultat an: 

Eine Differentialgleichung 



W|..,.)-o, 



WO F eine ganze rationale Funktion von -=^ und y darstellt, 

läßt sich, wenn die Verzweigungspunkte des allgemeinen 
Integrals fest sind, entweder 1. auf eine Riccatische Diffe- 
rentialgleichung zurückführen oder 2. vermittels elliptischer 
Funktionen unter Zuhilfenahme einer Quadratur oder 3. auf 
algebraischem Wege integrieren. 

Unter einer Briot-BouquetschenDifferentialgleichung**) 
versteht man eine x nicht explizit enthaltende algebraische 
Differentialgleichung 

mit festen Verzweigungspunkten. Das allgemeine Integral y 
einer solchen Differentialgleichung ist eine eindeutige Funk- 
tion von Xj und zwar entweder eine rationale oder eine 
einfach periodische oder eine doppeltperiodische Funktion. 
Vgl. Schlesinger, S. S., Kap. 8. 

*) Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1884; Poincar^, Acta 
mathematica, £d. 7. — Ygl. auch Painlev^, Le9on8 sur la üi^rie 
analytique des ^quations difförentielles. 

**) Briet und Bouquet, Journal de l'Ecole Polytechnique, 
cah. 36, S. 199ff. — Hermite, Cours (lithographi^) de l'EcolePoly- 
technique, 1873, 
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Durch das Studium der Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit eindeutigem allgemeinem Integral wird man 
also nicht auf neue eindeutige Funktionen geführt Dagegen 
gibt eS; wie die neueren Untersuchungen von Painlev6 
gezeigt haben, Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eindeutige Funktionen definieren , die sich auf die 
bisher bekannten eindeutigen Funktionen nicht zurückführen 
lassen. Zur Einführung in diese wichtigen Untersuchungen 
von Painlev^ kann eine Arbeit im Bulletin de la Soci^t^ 
math^matique de France, 1900*) dienen. Femer hat Pain- 
leve eine Reihe ausführlicher Abhandlungen in den Acta 
mathematica in Aussicht gestellt, von denen aber erst eine 
erschienen ist**). Frühere Untersuchungen von Painlev^ 
über Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen Ver- 
zweigungspunkten sind in den Le9ons sur la throne des 
^uations diffSrentielLes dargestellt. 

Painleve hat unter anderen alle diejenigen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung von der Form 

(wo JR rational in tf , algebraisch in y , analytisch in x ist) 
bestimmt, für welche die Verzweigungspunkte des allgemeinen 
Integrals fest sind. Er ist dabei auf die folgenden kano- 
nischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gestoßen, 
deren Integrale wesentlich neue eindeutige Funktionen sind ***) : 

y" = y + 6*(i-y^), 

y" = ^ + e^(öcy« + 1) - c»^yS 



*) Memoire sur les ^quations diff^entielles dont Tint^grale 
g^n^rale est uniforme, a. a. 0., S. 201 ff. 

**) Sur les ^quations diff^rentielles du second ordre et d'ordre 
supörieur dont Tint^grale gdn^rale est uniforme , Acta mathe- 
matica, Bd. 25. 

***) S. Acta math., Bd. 25. 
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Im folgenden wollen wir die Int^ration der ersten dieser 
ffinf D^erentialgleiehmigen kurz behandeln , indem wir die 
zitierte Arbeit im Bull, de la Sog. math. 1900 (S. 227 ff.) 
benutzen. 

Zuvor möge bemerkt werden, daß sich die allgemeinere 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(«) y" = A{x)y' + B{x)y^ + C{x)y + D{x) 

auf die Form 

zurückführen läßt, wenn eine gewisse Belation zwischen den 
vier Funktionen Ä, By C, D besteht. 
Setzt man nämlich 

X = X{x), y = fj^{x)T + v(x) , 

so geht die Differentialgleichung (a) über in 

dX* X'\ IX X'ldX^ X'* 

worin x durch X auszudrücken ist. Die neue Differential- 
gleichung nimmt, wenn B nicht identisch verschwindet, 
die Form 

d*Y 

an, falls 

D+Cv + Bv^ + Äv^-'/' = XfiX'* 

wird, wenn man darin * 

,x=.B-ieif^^'"", 

X = X = l=JB^,,Ux, 
setzt 
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§ 86. Die Differentialgleichimg y^^6y^ + x. 

Wir zeigen zmiachst^ dafi das allgemdne Integral der 
rHfferentialgleichting 

keine algebraischen Yerzweigungspunkte, wohl aber 
bewegliche Pole besitzt. 

Wir nehmen an, x = Xq sei eine a^ebraische singulare 
Stelle einer Lösung y(x) von (A) und yo , yo seien die (end- 
lichen oder unendUohen) Werte von y , y' ftr it? = a?o • Zu- 
nächst können y^ und yG nicht beide endlich sein, denn sonst 
würde sich y (x) an der Stelle x = Xq regulär verhalten. 
Wenn yo unendlich ist^ gilt dasselbe erst recht von yo und 
folglich nach (A) auch von yo . Es muß also y^ = tx> und 
daher x^ ein algebraischer UnendUchkeitspunkt sein, in 
dessen Umgebung eine Entwicklung von der Form 

besteht, wo r eine positive rationale Zahl ist und eim x^Xq 
verschwindet Damit sich beim Einsetzen des Ausdrucks 
in (A) die Glieder niedrigster Ordnung wegheben, nmß r = 2 
mid a » 1 sein. Setzt man demgemäß 

^ ^ {X - XoY ^^ "^ ^^^ - a^o)* + . . .] , 
wo s eine positive rationale Zahl ist, in (A) ein, so erhalt 

X 

man s = 4 und ^ = — th • Fährt man so fort, so findet 

man, daß, wenn ein Int^ral y(x) mit der algebraischen 
singnlären Stelle x = Xq vorhanden ist, dessen Entwickelung 
in der Umgebung dieser Stelle die Form hat: 



(1) 



x^ 

+ hix-^XoY' + 3^(^ - rco)^ + . • , , 



wo h eine willkürliche Konstante darstellt. 



382 XIYw Absohnitt. Diiferentialgleiohung zweiter" Ordnung. 

Um zu zeigen, daß wirklich ein derartigea Integral vor- 
banden ist, welches die willkürliche Stelle Xq als Pol besitzt 
und außerdem die willkürliche Xonstante h enthält, führen 
wir das der Differentialgleichung (A) entsprechende System 





1=^- g=«»'+« 


durch die Substitution 




1 2 xz 

(2) y-^,, !/'- ^» 2 




über in 




(3). 


dz ^ , xz^ , z^ z^u 
dx"^'^ 4+4 2 ' 

du x^z , Sxz^ , z^ 

dx- 8+ 8 +4 """"^ 


4 ' 2 



Da sich die rechten Seiten der Gleichungen (3) in der Um- 
gebung der Stelle x = XQf ^==0, u = Uq regulär verhalten, 
wenn Xq und Uq beliebige endliche Oröfien sind^ so besitzt 
das System (3) eine und nur eine Lösung z{x), u(x), welche 
die iüofangsbedingung x = Xq, z = 0, u = Uq erfüllt; diese 
Losung verhält sich an der Stelle Xq regulär. Die ent- 
sprechende Lösung y(x) von (A) besitzt den Pol x = Xq^ in 
dessen Umgebung !die Entwickelung (1) mit der Konstanten 

Ä«^ besteht 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (A) 
besitzt also Pole, aber keine algebraischen Yerzweigunes- 
punkte. Die Existenz nicht algeb^cher singulfirer IteU^ 
die aus der Differentialgleichung von vornherein nicht er- 
sichtlich sind, ist bei einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung sehr wohl möglich. Wir werden aber in §§ 87 — 88 
zeigen, daß eine Lösung der Differentialgleichung (A) im 
Endlichen keine nicht algebraische singulare SteUe besitzt, 
also abgesehen von der Stelle ^ = oo keine andere Singu- 
larität als Pole aufweist Erst wßim dieser Nachweis ge- 
fuhrt ist, können wir behaupten, daß das allgemeine In- 
tegral y von (A) eine eindeutige Funktion von x ist 
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Durch Elimination von z aus den Gleichungen (2) er- 
halt man 

(4) „ = yl(j^+^) + 2y» + ^. 

Setzt man für y die in der Umgebung des Poles x = Xq 
gültige Eeihenentwickelung (1) ein, so geht u in eine mit 
dem Glied 7 h beginnende Potenzreihe von x — Xq über, 

vorausgesetzt, daß von den beiden Werten von y^ derjenige 
gewählt wird, dessen Eeihenentwickelung mit 

+ — L- 

beginnt. Auch die in j^ und ^ rationale Funktion 

(5) t; = y'a- 4y8 - 2xy + ^ + x 

y 

geht, wenn man für y die Beihe (1) setzt, in eine Potenz- 
reihe von X — Xq über, deren Anfangsglied —iSh + XQ ist. 
Wir machen im folgenden auch von der Funktion 

2y'y"-12y^i/-2xy'-2y + ^-^ + l 

(6) «, = - = ^r^—1 

Gebrauch, welche mit Rücksicht auf (A) in 



yiyy"^ — 4y* - 2a;y2 + y' + xy) 
übergeht Wir fügen die Formel hinzu: 

(8) ^^1 4y»-y-» + ^y 

. V y^v 

§ 87. Beweis des Fehlens nielit algebraischer 

Singnlaritäteii. 

Eine partikuläre Lösung y(x) von (A), welche durch 
die endlichen Anfangswerte XQjyQjyQ von x^y^y^ be- 
stimmt ist, verhält sich in der Umgebung von Xq regulär. 
Es sei r der gröfite. Eareis vom Mittelpunkt x^, in welchem 
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y(x) den Charakter einer rationalen Funktion hat, d. h. keine 
anderen singularen Stellen als Pole besitzt. Wenn F die 
ganze Ebene umfaßt , ist bewiesen , daß y{x) keine nicht 
algebraische Singularität außer o? = oo besitzt Andernfalls 
ist auf der Peripherie von F wenigstens eine nicht alge- 
braische singulare Stelle x^^a vorhanden. 

Es ist nicht möglich, daß auf dem Radius x^a oder { 
in beliebiger Nähe von a Punkte x^ liegen, für welche y 
und y' Werte yi, yi annehmen, deren absoluter Betrag 
kleiner als eine gewisse endliche Größe Ä ist. Nach dem 
Cauchyschen Existenztheor^n ist die durch die Anfangs- 
bedingiigen ^ 

bestimmte Lösung y{x) in einem um x^^ mit einem gewissen 
ßadius Q beschriebenen Kreise regulär; es ist für q eine 
von Null verschiedene untere Grenze Qq vorhanden, wie 
auch Xij yij yi in dem Gebiet 

\x^-^a\<A, \y,\<A, Iyi|<^ 

gewählt werden mögen; da man |^ — a|< ^q wählen kann, 
so ist y(x) für x=^a regulär, was der über den Punkt a 
gemachten Annahme widerspricht. 

Es ist nicht möglich, daß es auf l in beliebiger Nähe 
von a Punkte x^ gibt, so daß \y{Xi)\ jede Grenze über- 
schreitet (also \0{Xj)\ beliebig klein wird), während |t«(^)| 

(für ein passendes Vorzeichen von yi) unter einer gewissen 
Größe Ä bleibt. Wir denken uns die Differentialgleichung (A) 
durch die Substitution (2) in das System (3) übergeführt. 
Die durch die Anfangsbedingung 

X = Xi, Z^Z^y U = Ui 

bestimmte Lösung 0{x)^ u(x) des Systems (3) verhalt sich 
regulär in einem Kreise um x^ mit einem gewissen Badius q • 

^^""^ \x,-a\<Ä, \0,\<Ä, \u,\<Ä 

mommen wird, besitzt q eine von NuU verschiedene untere 
rrenze. Daher ist is{x) für x^a regulär und jg?(a) = 0; 

y hat also x = a zum Pol, was der über a gemachten 

Voraussetzung widerspricht. 

Es ist auch nicht möglich, daß in beliebiger Nähe von a 

auf 2 Punkte x^ liegen, so daß |y(^)| jede Grenze über- 
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steigt; \v(Xi)\ aber unter einer gewissen Große A bleibt 
Denn wenn man x und v endliche Werte i y aber einen 
sehr großen Wert beilegt, so wird eine der beiden Wurzeln f/' 
der quadratischen Gleichung (5) dargestellt durch 

Durch Einsetzung dieses Wertes in (4) erhalt man 
(10) ^ = __. + ^, 

wo q> für endliche Werte von x und v und große Werte 
von y endlich bleibt. Wenn y{o!\) über jede Grenze wächst 
und v{x^) endlich bleibt> so bleibt auch u{x{) endlicL Da- 
mit sind wir zu der im vorangehenden Absatz als unmög- 
lich erwiesenen Annahme gelangt. 

Wir führen jetzt eine Beschrankung ein^ die wir im 
nächsten Paragraphen wieder beseitigen. Wir nehmen näm- 
lich an, daß der absolute Betrag des betrachteten Integrals 
y{x) auf dem Badius l nicht unter eine gewisse positive 
Größe € herabsinkt. 

Dann ist es nicht möglich^ daß v{x) unter einer end- 
lichen Grenze bleibt, wenn sich x auf l der Grenze a nähert. 
Denn wenn v und y endlich bleiben (während |y| > € bleibt), 
bleibt y^ nach (5) endlich, und das Integral y{x) verhält 
sich bei x = a regulär. Wenn v endlich bleibt, während \y\ 
jede Grenze übersteigt, hat y(x), wie wir gesehen haben, 
x^a zum PoL — Es muß also auf l in beliebiger Nähe 
von a Punkte x geben, in welchen \v{x)\ jede Grenze über- 
schreitet. 

Wir zeigen, daß in beliebiger Nähe von a andere 
Punkte Xi liegen, so daß \v{Xi)\ beliebig klein ist. — Der 
absolute Betrag des am Ekide von § 86 eingeführten Aus- 
drucks 

muß für gewisse Punkte r^vön l in der Nähe von a un- 
begrenzt wachsen; andernfalls würde 

Hörn, Gewöhnliche Differentialgleichnngen. 25 
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endlich bleiben, wenn eich x auf l dem Punkte a nähert 
Der absolute Betrag von y{x) in den erwähnten Punkten x^ 
übersteigt jede Grenze; denn wenn |y(^)| endlich bleibt^ 
ist \y^{x{)\ sehr groß (vgl. Anfang von § 87), und der Wert 

von w(xA weicht nach (7) von dem endlichen Wert tt— r 

wenig ab. — Setzt man den aus (5) berechneten Wert 
von j^ in (8) ein, so erhält man 

(\V\ = 1 — ^ , •] / 1 a? 2a? 4 1 

^ ' ^ V 2yH * f 4y«t?2 y^t?» "^ y»t?« "^ yv^ '^ y^v ' 

Da ffir die bezeichneten Punkte ^ die absoluten Beträge 
von y{Xi) und w(Xi) unbegrenzt wachsen, so nähert sich 
nach (11) v{xi) der Null; denn wenn in beliebiger Nähe 
von a Punkte x^ lägen, in welchen \v{Xy)\ > d>0 ist, so 
wfirden sich alle GUieder der rechten Seite von (11) mit 

Ausnahme von — der Null nähern, und es müßte — ;— r 

V V(X]) 

mit w{Xi) unbegrenzt wachsen, was der Annahme |t7(:z^)|> d 
widerspricht. 

Gemach gibt es auf { in beliebiger Nahe von a 
Punkte Xj^^ so daß |y(^)| ins unendliche wächst, v{Xy) sich 
aber der Null nähert Dies wurde aber oben als unmöglich 
nachgewiesen. 

§ 88. Fortsetzung. 

Wir haben im vorangehenden Paragraphen angenommen, 
daß |y(a;)jauf dem Badius l nicht unter einen gewissen 
positiven Wert e sinkt Diese Einschränkung soll jetzt be- 
seitigt werden. 

Das bisherige Beweisverfahren wird nicht geändert, 

wenn man in dem Ausdruck (5) für v das Glied ^ durch 

y 

IT 



y-9 

ersetzt, wo g eine Konstante bezeichnet Der Beweis ver- 
sagt also nur dann, wenn die Funktion y(a;) auf dem 
Bfldius l jeder vorgegebenen Größe g beliebig nahe kommt 
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Der Fall^ daß y{x) beständig der Null zustrebt^ wenn sich 
O! auf l der Grenze a nähert, kann demnaoh als erledigt 
gelten. 

Wir können uns vielmehr jetzt auf die Annahme be- 
schränken; daß ffir gewisse Punkte x von l in beliebiger 
Nähe von a 

|y(^)|^«i 

für andere Punkte x von l in beliebiger Nähe von a 

|y(^)l<« 

ist 

An den Überlegungen des vorangehenden Paragraphen 
wird nichts geändert^ wenn man den Badius l durch einen 
anderen Weg X von endlicher Länge*) ersetzt, welcher 
im Punkte a endigt und auf welchem y{x) überall den 
Charakter einer rationalen Funktion hat, während der End- 
punkt a eine nicht algebraische singulare Stelle sein soll. 

Auf dem Radius l sind unserer Voraussetzung nach 
unendlich viele Abschnitte x^X2, x^x^, ... vorhanden, auf 
welchen |j^(^)|<€ ist; die Längen dieser Abschnitte seien 
hifhif ••- • ^^ werden unten sehen, daß man jeden 
Absckoitt X1X2 durch einen anderen die Punkte x^ und x^ 

verbiodenden Weg ^2 von einer Länge ^-^li2 so er- 
setzen kann, daß auf diesem Wege \y(x)\ = e ist und daß 
sich die Funktion y{x) zwischen dem Wege A,, und dem 
Abschnitt X1X2 regulär verhält. Indem wir jeden der Ab- 
schnitte X1X2, a^x^y , . . durch den entsprechenden Weg 
^ifh^f • • • ersetzen, erhalten wir eiaen Weg X von eiaer 

Gesamtlänge ^-jr-l , weim unter l die Länge des Badius l 

verstanden wird. Längs des Weges X ist |j^(a?)|^€; y{pi) 
hat auf A überall den Charakter einer rationalen Funktion, 
während der Endpunkt a eine nicht algebraische singulare 
Stelle sein soll. Die Überlegungen von § 87 zeigen, daß 
dies nicht möglich ist. 

*) Hätte X keine endliche Länge, so könnte der reelle Teil 
von iwdx unbegrenzt wachsen, trotzdem |ti;| unter einer end- 
lichen Grenze bleibt. 

26* 
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Wir haben noch den Beweis for die Behauptung nach- 
zutragen, daß der Abschnitt x^x^ durch einen Weg i^^ von 
der angegebenen Beschaffenheit ersetzt werden kann. 

Wenn wir o; als Funktion von y auffassen, schreibt 
sich die Differentialgleichung (A) 

Wir verstehen unter x(y) die durch die Anfangsbedingungen 

bestinunte Losung von (12). Wir nehmen 

(13) \y\^€, \yo\^e, {xQ^-al^e, l^j^iy, 

wo rj eine kleine positive Größe darstellt Dann lassen sich 
nach § 5 x(y) und a/(y) in Potenzreihen von y , yo ^ ^o ^ ^ 
entwickeln; insbesondere ist 

xf=^ afo + o(f\y^){y - y^) + \oif'\yo)(y - »o)' + • • • • 

Durch wiederholte Differentiation der Gleichung (12) nach y 
erkennt man, daß xf'iy) j af"{y) j . . . den Faktor [a^(y)]', 
also a/%o) ; ^'%o) > • • • den Faktor x^^ enthalten. Man 
kann daher ri so klein wählen, daß unter der Voraus- 
setzung (13) 

(14) ir'=4(l + f), |||<i 

wird. 

Der Weg (7, welchen y beschreibt, wenn x den Ab- 
schnitt XiX^ von l durchläuft, bleibt, da zwischen x^ und x^ 
|y|< £ sein sollte, in dem um den Nullpunkt der y-Ebene 
mit dem Radius e beschriebenen Kreis y] die beiden End- 
punkte yi und y^ des Weges G liegen auf der Peripherie 
von y . Wir verstehen unter s den von y^ aus gerechneten 
Bogen von C und unter 8 die GesamÜänge von (7. Der 
Badius l bilde mit der reellen Achse der :c-Ebene den 
Winkel (X, so daß auf l 

x = re** 
ist; dann ist 

^ = ar(y)^ = 6'«^; 
nimmt man die absoluten Beträge, ind^em zoaa beacbte<^ 
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daB \dy\ == ds ist, so hat man 

Es ist also 

8 S 8 



wo 

lfll<i, ll+fll^l-lfll>i 

ist; also ist 

(15) \^^\7f,\^. 

Andererseits lassen wir y den kleinsten der beiden 
von y^ und y^ begrenzten Bögen der Peripherie des Kreises 
y durchlaufen; a sei die Länge dieses Bogens und 1^^ der 
entsprechende von x durchlaufene Weg mit den End- 
punkten Xi und x^ . Für die Lange des W^es X^^ hat man 



l,,^\x{\f\l+^dG, 




WO 

ist; also ist 

(16) Xi,^K|y. 

Der Bogen a ist höchstens gleich der mit -^ multi- 

plizierten Sehne, welche die Punkte y^ und y^ verbindet; 
da diese Sehne nicht größer ist als der Bogen 5, so ist 

Daher folgt aus (15) und (16) 

^^^^ h,'8- 2 • 

Da xf(y) im Innern und auf der Peripherie des Ejreises 7 
regulär und von Null verschieden ist^ so verhalt sich y{x) 
zwischen dem Bogen A^g und dem Abschnitt XiX^ regulär. 
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Man kann daher den Bogen ^2 unter Festhaltnng der End- 
punkte Xi , X2 stetig deformieren und ohne Überschreitung 
singulärer Punkte der Funktion y{x) auf den Abschnitt XiZ^ 
zui^ckführen. 

Damit sind die ob^ aufstellten Behauptungen be- 
wiesen. 



§ 89. EinfiUirimg einer ganzen transzendenten Funktion. 

um eine in der ganzen a;- Ebene gültige Darstellung 
der allgemeinen Losung y{x) der Differentialgleichung (A) 
zu erhcuteui führen wir die Hilfsfunktionen 

(18) C{x) = -fy{x)dx, 

(19) a(a:) = cA^*^^* 

ein^ so dafi 

dloga(a;) 



(20) C{x) = 



dx 



(21) y(.) = -^ = -_^^ 

ist*). 

Die Differentialgleichung (A) geht^ wenn man 

setzte in die Differentialgleichung dritter Ordnung 

mit der Integralgleichung 

^ + 2r* + a;r- C = Const. 

über. Man kann die Integrationskonstante gleich Null an- 
nehmeU; da die Funktion C{x) der Definitionsgleichung (18) 
zufolge nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. 
Man hat also für die Funktion C(^) die Differentialgleichung 

*) Die Funktionen C und a stehen zur Funktion y in der- 
selben Beziehung, wie die in der Weierstraßschen Theorie der 
elliptischen Funktionen mit ( und a bezeichneten Funktionen 
zur jp-Funktion. 
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zweiter Oirdnung 

(22) ^ + 2r» + a;r-<C = 0, 

aus welcher^ wenn man darin für C den Ausdruck (20) setzte 
eine Differentialgleichung dritter Ordnung für die 
Funktion a(x) hervorgeht. 

Ist X = Xq ein beliebiger Pol von y{x), so besteht eine 
Entwicklung 

1 X 

y = (a;_a;o)«-IÖ^^"^o)'+'"^ 
daraus folgt 

Die Funktion a(x) verhalt sich also an der SteUe x==Xq, 
die eine Nullstelle für sie ist, regulär. Da a hiemach 
auJßer o; = oo überhaupt keine singulare Stelle besitzt, so 
ist die Funktion o{x) eine ganze transzendente 
Funktion von x, welche sich in eine beständig konver- 
gente Potenzreihe von x entwickeln läßt, deren Koeffizienten 
aus der Differentialgleichung (22) berechnet werden können. 
Die Formel (21) stellt die der Differentialgleichung (A) 
genügende eindeutige Funktion y{x) durch die ganze trans- 
Bzendente Funktion o{x) dar. 
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